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Conceitos de f´ısica estat´ıstica - flutuac¸o˜es no equil´ıbrio
(Concepts on statistical physics - fluctuations in equilibrium)∗
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Esse texto corresponde ao conteu´do de treˆs aulas sobre “f´ısica estat´ıstica”, destinadas aos
participantes da sessa˜o de 2014 da Escola de F´ısica R. A. Salmeron da UnB. O nosso ponto de
partida sa˜o modelos estat´ısticos muito simples (ga´s de rede, ferromagneto de spin-1/2), utilizados
para ilustrar “as competeˆncias e o me´todo da f´ısica estat´ıstica”. Introduzimos assim os ensembles de
Gibbs, definindo a conexa˜o com a termodinaˆmica, e discutindo o papel das flutuac¸o˜es e dos grandes
nu´meros. Apresentamos aspectos fenomenolo´gicos das transic¸o˜es de fase e fenoˆmenos cr´ıticos em
fluidos simples e ferromagnetos uniaxiais, enfatizando o cara´ter universal dos expoentes cr´ıticos.
Descrevemos as teorias fenomenolo´gicas de van der Waals e de Curie-Weiss, e a expansa˜o de Landau,
que teˆm relevaˆncia contemporaˆnea, apesar de produzirem expoentes cr´ıticos em discordaˆncia com
as experieˆncias. Apresentamos enta˜o o paradigma´tico modelo de Ising do ferromagnetismo, que
nos indica o caminho para superar os resultados fenomenolo´gicos. Essas notas terminam com uma
apresentac¸a˜o suma´ria da proposta fenomenolo´gica de escala e das te´cnicas contemporaˆneas de
grupo de renormalizac¸a˜o.
Palavras-chave: F´ısica Estat´ıstica; Transic¸a˜o de fase; Fenoˆmenos cr´ıiticos.
This essay corresponds to the content of three lectures about statistical physics delivered to the
audience of the 2014 section of the R. A. Salmeron School of Physics, at the UnB. Our starting point
was very simple statistical models (lattice gas, spin-1/2 ferromagnet), used as illustrations of the
competencies and methods in statistical physics. Thus we introduce the Gibbs ensembles, defining a
connection with thermodynamics and discussing the role played by fluctuations and large numbers.
We present phenomenological aspects of phase transitions and critical phenomena in simple fluids
and in uniaxial ferromagnets, emphasizing the universal character of the critical exponents. We
describe the phenomenological van der Waals and Curie-Weiss theories and the Landau expansion,
which are present-day relevant methods, despite the fact that such theories give rise to critical
exponents in disagreement with experiments. We present then the paradigmatic Ising model, which
points us to a way to overcome the phenomenological results. A brief presentation of the scale
phenomenological methods and the contemporaneous renormalization group are considered at the
end of these lectures.
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I. INTRODUC¸A˜O
A mecaˆnica estat´ıstica fornece conceitos e me´todos
para estabelecer conexo˜es entre o mundo microsco´pico,
constitu´ıdo por um nu´mero muito grande de part´ıculas
em movimento, governadas pelas leis da mecaˆnica, e o
mundo macrosco´pico da termodinaˆmica. No entanto,
∗ Palestra apresentada na Escola de Fs´ica Roberto A. Salme-
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a simples aplicac¸a˜o das leis da mecaˆnica - por exem-
plo, a soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Newton - torna-se tarefa
invia´vel frente ao nu´mero imenso de part´ıculas dos sis-
temas f´ısicos. Somos enta˜o forc¸ados a recorrer a` teoria
das probabilidades, a`s chamadas leis estat´ısticas, a fim
de justificar e reproduzir as regularidades macrosco´picas
da termodinaˆmica. A mecaˆnica estat´ıstica resulta de
uma aplicac¸a˜o conjunta das leis da mecaˆnica - cla´ssica
ou quaˆntica, dependendo do contexto e dos interesses de
trabalho - e da teoria das probabilidades.
As varia´veis termodinaˆmicas, como a pressa˜o, o vo-
lume, ou a temperatura, sa˜o grandezas macrosco´picas,
“vis´ıveis”, que se referem ao comportamento “global”
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de um determinado sistema. Compete a` termodinaˆmica
organizar de forma sistema´tica as leis experimentais so-
bre o comportamento te´rmico da mate´ria macrosco´pica.
A termodinaˆmica na˜o depende da introduc¸a˜o de mo-
delos espec´ıficos para as interac¸o˜es entre as part´ıculas
(microsco´picas) que constituem um sistema f´ısico. Na˜o
cabe a` termodinaˆmica explicar a origem das leis fenome-
nolo´gicas, como a paradigma´tica equac¸a˜o de estado de
um ga´s perfeito, a lei de Boyle, conhecida desde o se´culo
XVII, quando se tornou poss´ıvel medir pressa˜o e tempe-
ratura. Essa limitac¸a˜o de objetivos contribuiu para que a
termodinaˆmica cla´ssica dos fenoˆmenos em equil´ıbrio fosse
capaz de transpor praticamente inco´lume as grandes mu-
danc¸as da f´ısica atoˆmica no se´culo XX.
Nesse texto vamos nos preocupar com a mecaˆnica es-
tat´ıstica dos sistemas em equil´ıbrio termodinaˆmico, ca-
racterizados por paraˆmetros macrosco´picos que na˜o va-
riam com o tempo. Vamos nos referir a flutuac¸o˜es mi-
crosco´picas na situac¸a˜o de equil´ıbrio. O estudo e a
compreensa˜o das situac¸o˜es de equil´ıbrio e´ um requisito
preliminar importante para a ana´lise de casos fora do
equil´ıbrio, talvez ate´ mais interessantes, mas em geral
muito mais complicados. A mecaˆnica estat´ıstica dos sis-
temas em equil´ıbrio esta´ bem fundamentada, atrave´s da
construc¸a˜o dos “ensembles” de Gibbs, que proporcio-
nam justificativas so´lidas para as leis emp´ıricas da ter-
modinaˆmica cla´ssica e fornecem explicac¸o˜es para as flu-
tuac¸o˜es microsco´picas, de cara´ter estat´ıstico, que con-
tinuam ocorrendo nas situac¸o˜es de equil´ıbrio termo-
dinaˆmico.
Fixados os paraˆmetros macrosco´picos de um sistema,
temos um estado (macrosco´pico) de equil´ıbrio, ao qual
em geral correspondem muitos estados microsco´picos
(microestados). No exemplo de um fluido simples, ha´ um
nu´mero muito grande de microestados que correspondem
a valores dados da energia interna U , do volume V , e do
nu´mero de part´ıculas N . O estado termodinaˆmico (ma-
crosco´pico) de equil´ıbrio pode ser inteiramente caracteri-
zado pelas varia´veis U , V e N . Mas a caracterizac¸a˜o do
estado microsco´pico demanda um nu´mero muito maior
de varia´veis. Supondo que o fluido simples seja um
ga´s cla´ssico de part´ıculas monoatoˆmicas, os estados mi-
crosco´picos sa˜o definidos pelo conjunto das coordenadas
de posic¸a˜o e de momento de cada uma das part´ıculas.
Esses estados microsco´picos do ga´s monoatoˆmico sa˜o re-
presentados por pontos num espac¸o multidimensional de
6N coordenadas (3N coordenadas de posic¸a˜o e 3N mo-
mentos), conhecido como espac¸o de fase.
Compete a` mecaˆnica estat´ıstica a identificac¸a˜o dos es-
tados microsco´picos dos sistemas f´ısicos, a formulac¸a˜o de
alguma hipo´tese sobre o peso estat´ıstico de cada um des-
ses estados, e o estabelecimento de um elo de ligac¸a˜o entre
os estados microsco´picos e um potencial termodinaˆmico
capaz de descrever o comportamento macrosco´pico do
sistema.
Levando em conta a limitac¸a˜o a treˆs aulas apenas, de-
cidimos aproveitar a oportunidade para ilustar as “com-
peteˆncias e o me´todo da f´ısica estat´ıstica” atrave´s da
utilizac¸a˜o de modelos simplificados, que sa˜o um recurso
muito u´til e realista, principalmente nas aplicac¸o˜es da
f´ısica estat´ıstica a problemas de interesse contemporaˆneo.
A nossa primeira ilustrac¸a˜o e´ o “modelo do ga´s de rede”,
que se refere a`s propriedades termodinaˆmicas mais co-
mezinhas de um fluido simples. Ao inve´s de escrever
as equac¸o˜es de movimento (de Hamilton) para um ga´s
cla´ssico de N part´ıculas num espac¸o de fase (cont´ınuo)
de 6N dimenso˜es, vamos considerar as configurac¸o˜es mi-
crosco´picas do “ga´s de rede” equivalente, em que as N
part´ıculas podem ocupar V ce´lulas. Cada ce´lula pode
estar vazia ou enta˜o ocupada por uma u´nica part´ıcula,
simulando dessa forma a interac¸a˜o de volume exclu´ıdo,
de caroc¸o duro, entre pares de part´ıculas de um ga´s real.
Atrave´s de um ca´lculo das configurac¸o˜es microsco´picas
acess´ıveis a esse sistema, introduzimos o postulado fun-
damental das “probabilidades iguais a priori”, a ideia de
ensemble microcanoˆnico, e a definic¸a˜o estat´ıstica de en-
tropia. A partir da entropia, que nesse contexto e´ uma
equac¸a˜o fundamental da termodinaˆmica, obtemos uma
equac¸a˜o de estado para a pressa˜o, em termos da tempe-
ratura e da densidade de part´ıculas, recuperando a lei de
Boyle no limite de pequenas densidades. Esse ga´s de rede
ideal talvez seja o exemplo mais simples e direto de um
ca´lculo de mecaˆnica estat´ıstica.
No tratamento de um ga´s real na˜o e´ poss´ıvel despre-
zar a interac¸a˜o entre as part´ıculas. Portanto, para des-
crever um ga´s real e´ necessa´rio ir ale´m do caroc¸o duro,
que da´ conta da “impenetrabilidade” da mate´ria, e que
esta´ incorporado na pro´pria definic¸a˜o do modelo na rede.
O modelo de um ga´s real deve considerar tambe´m uma
interac¸a˜o atrativa, de curto alcance. Isso pode ser fa-
cilmente adicionado ao nosso modelo de ga´s de rede,
mas o novo problema estat´ıstico se torna muit´ıssimo
mais complicado. Nesse ponto recorremos ao ensemble
canoˆnico de Gibbs, que descreve a situac¸a˜o mais comum
de um sistema a temperatura constante, em equil´ıbrio
te´rmico com o meio ambiente. Com a temperatura
fixa, a energia do sistema pode flutuar em torno de
um valor me´dio probabil´ıstico, mas no´s mostramos que
em geral essas flutuac¸o˜es se tornam irrelevantes no “li-
mite termodinaˆmico”. Esse e´ um aspecto essencial da
mecaˆnica estat´ıstica, produzido pelo nu´mero avassalador
de part´ıculas que compo˜em os sistemas de interesse f´ısico.
Estamos celebrando os setenta anos da publicac¸a˜o do
livrinho de Erwin Schroedinger, What is life?, com o
texto das suas aulas no Instituto de Estudos Avanc¸ados
do Trinity College, em Dublin, que estimularam Crick,
Watson, e tantos outros construtores da biologia contem-
poraˆnea. Segundo Schroedinger,
“o funcionamento dos organismos vivos depende de leis
f´ısicas .... e essas leis f´ısicas se baseiam na estat´ıstica atoˆmica.
....no´s sabemos que todos os a´tomos se movimentam, o tempo
todo, numa forma completamente desordenada de movimento
associado ao calor, que de certa forma se opo˜e ao comporta-
mento usualmente ordenado dos organismos .... enta˜o, um
nu´mero pequeno de a´tomos na˜o seria capaz de produzir even-
tos que se comportassem de acordo com algum tipo de lei ....
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apenas na cooperac¸a˜o de um nu´mero imensamente grande de
a´tomos e´ que as leis da estat´ıstica comec¸am a operar e con-
trolam o comportamento dos sistemas com uma precisa˜o que
aumenta com o nu´mero de a´tomos ...”.
Para Schroedinger, a precisa˜o das leis f´ısicas se baseia
na presenc¸a de um nu´mero imenso de a´tomos, que ele
chama “lei da raiz quadrada de N”.
O ensemble canoˆnico e´ uma ferramenta de muita re-
levaˆncia, que simplifica os ca´lculos estat´ısticos. No en-
tanto, o tratamento anal´ıtico do ga´s de rede com in-
terac¸o˜es na formulac¸a˜o canoˆnica continua sendo um pro-
blema formida´vel. Vamos enta˜o simplificar drastica-
mente o problema do ga´s de rede, e fazer contato com
a teoria fenomenolo´gica de van de Waals, que continua
mantendo interesse em trabalhos contemporaˆneos. Nessa
direc¸a˜o decidimos deformar a energia de interac¸a˜o e de-
finir um “modelo de rede de van der Waals”. Aproveita-
mos a discussa˜o fenomenolo´gica sobre transic¸o˜es de fase
para introduzir a definic¸a˜o de alguns expoentes cr´ıticos,
apontando o seu cara´ter universal. Apesar dessa uni-
versalidade, os expoentes obtidos experimentalmente sa˜o
distintos dos valores de van der Waals, indicando dessa
forma a necessidade de teorias mais refinadas para dar
conta de fenoˆmenos cr´ıticos.
O modelo do ga´s de rede e´ muito simples e intuitivo,
mas os ca´lculos se tornam um pouco mais simples para
um “modelo de spins”, que e´ o ana´logo magne´tico do
ga´s de rede. No seu texto famoso, Schroedinger discute o
exemplo do paramagneto ideal. O fenoˆmeno do paramag-
netismo, expresso atrave´s da lei de Curie, em que a mag-
netizac¸a˜o e´ proporcional ao campo magne´tico aplicado,
pode ser explicado por um modelo de spins na˜o interagen-
tes, que e´ equivalente ao ga´s de rede ideal. O fenoˆmeno
do ferromagnetismo, que consiste na existeˆncia de uma
magnetizac¸a˜o espontaˆnea, abaixo de certa temperatura
cr´ıtica, mesmo na auseˆncia de campo aplicado, e´ expli-
cado pelo modelo de Ising, que envolve interac¸o˜es entre
spins localizados nos s´ıtios mais pro´ximos de uma rede
cristalina, correspondendo ao ga´s de rede com interac¸o˜es.
Vamos tirar partido do modelo de Ising, que incor-
pora as simetrias mais simples das interac¸o˜es magne´ticas,
para discutir as teorias modernas de transic¸o˜es de fase e
fenoˆmenos cr´ıticos, inclusive a ideia fundamental de “que-
bra espontaˆnea de simetria”.
Quase trinta anos depois das palestras de Schroedin-
ger, foi publicado em Science um artigo de P. W. Ander-
son, uma espe´cie de decano dos f´ısicos da mate´ria conden-
sada, cujo t´ıtulo e subt´ıtulo dizem quase tudo: “More is
different - broken symmetry and the nature of the hierar-
chical structure in science”, Science 177, 393-396 (1972).
Anderson argumenta que, em sistemas muito grandes,
pode surgir uma polarizac¸a˜o (algum tipo de ordem, ou
uma quebra de simetria) mesmo quando as mole´culas in-
dividuais na˜o teˆm nenhuma polarizac¸a˜o preferencial. O
modelo do ga´s de rede com interac¸o˜es ou modelo de Ising
do ferromagnetismo proporcionam uma ilustrac¸a˜o do pa-
pel dos grandes nu´meros e da emergeˆncia dessa quebra
espontaˆnea de simetria.
Vamos usar a transic¸a˜o ferromagne´tica, a teoria fe-
nomenolo´gica de Curie-Weiss do ferromagnetismo e o
pro´prio modelo de Ising, para discutir fenoˆmenos e
relac¸o˜es na regia˜o cr´ıtica, ilustrando o papel das in-
terac¸o˜es de longo alcance, drasticamente simplificadoras,
e da expansa˜o fenomenolo´gica de Landau. A soluc¸a˜o
exata do modelo de Ising na rede quadrada representou
um desafio para as hipo´teses de analiticidade que esta˜o
impl´ıcitas na expansa˜o de Landau. As modernas teorias
de escala, por outro lado, fazem hipo´teses mais fracas,
e sa˜o capazes de dar conta de muitas relac¸o˜es entre os
expoentes cr´ıticos.
Na parte final dessas notas, vamos nos referir a`s
te´cnicas modernas de renormalizac¸a˜o. A ideia consiste
em tirar partido da situac¸a˜o f´ısica, do enorme compri-
mento de correlac¸a˜o nas vizinhanc¸as da criticalidade,
com o objetivo de eliminar graus de liberdade de curto
alcance, certamante muito correlacionados. Obte´m-se
enta˜o um hamiltoniano transformado, mais simples que
o hamiltoniano inicial, que rete´m apenas os “operado-
res relevantes”do problema. O nosso espac¸o nessas no-
tas permite apenas algumas ilustrac¸o˜es elementares des-
sas ideias, que revolucionaram a nossa compreensa˜o dos
fenoˆmenos cr´ıticos.
Durante as aulas ainda nos referimos a` questa˜o do
caminho para o equil´ıbrio, utilizando um modelo es-
quema´tico, de enorme simplicidade, que e´ uma exce-
lente ilustrac¸a˜o da presenc¸a de flutuac¸o˜es estat´ısticas no
equil´ıbrio, do papel dos grandes nu´meros, e da questa˜o da
“seta do tempo”. Vai ficar para uma pro´xima oportuni-
dade o tratamento desse “modelo da urna de Ehrenfest”,
que permite o estabelecimento de uma equac¸a˜o mestra,
incorpora as hipo´teses usuais da mecaˆnica estat´ıstica, e
estabelece contato com as teorias contemporaˆneas do mo-
vimento browniano.
II. GA´S IDEAL DE REDE - ENSEMBLE
MICROCANOˆNICO
A lei de Boyle, tambe´m conhecida como lei dos
gases perfeitos, ou lei de Boyle-Mariotte, Charles ou
Gay-Lussac, estabelecida desde o se´culo XVII, quando
se tornou poss´ıvel medir pressa˜o e temperatura, e´
uma expressa˜o fenomenolo´gica paradigma´tica da termo-
dinaˆmica. Usando uma notac¸a˜o moderna, a lei de Boyle
pode ser escrita como
pV = NkBT, (1)
em que p e´ a pressa˜o, V o volume do ga´s, N e´ o nu´mero
de part´ıculas, kB e´ a constante de Boltzmann, e T e´ a
temperatura absoluta. A`s vezes e´ interessante introdu-
zir o volume espec´ıfico, v = V/N , ou a densidade de
part´ıculas, ρ = N/V = 1/v. Portanto, a lei de Boyle
tambe´m se escreve na forma
p = kBT
1
v
= kBTρ. (2)
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Figura 1: Ga´s de rede: N part´ıculas em V ce´lulas (com
N ≤ V ).
Num diagrama p−ρ, as isotermas da lei de Boyle corres-
pondem a retas passando pela origem.
O nosso primeiro exerc´ıcio consiste numa deduc¸a˜o es-
tat´ıstica da lei de Boyle.
Vamos considerar um ga´s de rede, com N part´ıculas
distribu´ıdas em V ce´lulas, supondo que cada ce´lula esteja
vazia ou contenha no ma´ximo uma u´nica part´ıcula (N ≤
V ; ver a figura 1). De quantas maneiras diferentes e´
poss´ıvel colocar essas N part´ıculas nas V ce´lulas?
Para responder formalmente a essa questa˜o vamos nu-
merar as ce´lulas (i = 1, 2, 3, ..., V ) e introduzir um con-
junto de varia´veis microsco´picas, {ti; i = 1, 2, ...V }, tal
que
ti =
{
1, ce´lula i ocupada,
0, ce´lula i vazia.
(3)
O nu´mero total de part´ıculas esta´ fixo, ou seja, temos
que levar em conta a restric¸a˜o
V∑
i=1
ti = N. (4)
Portanto, devemos calcular o nu´mero Ω (V,N) de confi-
gurac¸o˜es microsco´picas desse sistema com N ce´lulas ocu-
padas (part´ıculas) e V − N ce´lulas vazias (vacaˆncias).
Formalmente esse nu´mero e´ dado por uma soma mu´ltipla
sobre as configurac¸o˜es microsco´picas,
Ω (V,N) =
∑′
{ti}
1 =
∑′
t1,t2,...,tV
1, (5)
em que o super´ındice nas somas indica a restric¸a˜o im-
posta pela equac¸a˜o (4). Felizmente essa soma mu´ltipla
e´ trivial, pois e´ equivalente ao nu´mero de combinac¸o˜es
de escolher N objetos a partir de um total de V objetos.
Enta˜o temos
Ω (V,N) =
V !
N ! (V −N)! , (6)
que e´ o nu´mero total de configurac¸o˜es microsco´picas
acess´ıveis a esse sistema (com “volume” V e nu´mero de
part´ıculas N).
O primeiro postulado da mecaˆnica estat´ıstica estabe-
lece que todas essas Ω (V,N) configurac¸o˜es microsco´picas
sa˜o acess´ıveis ao sistema, com igual probabilidade, pois
na˜o haveria maneira de preferir certas configurac¸o˜es es-
pec´ıficas em detrimento de outras. Esse e´ o postulado
das “probabilidades iguais a priori”.
O segundo postulado da mecaˆnica estat´ıstica e´ a de-
finic¸a˜o de entropia, que esta´ gravada no tu´mulo de Boltz-
mann, no Cemite´rio Central de Viena. Na nossa lingua-
gem do ga´s de rede ideal, a entropia e´ dada por
S = S (V,N) = kB ln Ω (V,N) , (7)
permitindo dessa forma o acesso a`s equac¸o˜es usuais da
termodinaˆmica.
A utilizac¸a˜o do segundo postulado, no entanto, deve
ser feita com uma boa dose de cautela, pois a co-
nexa˜o com a termodinaˆmica somente se realiza no li-
mite de um sistema muito grande, ou “limite termo-
dinaˆmico”. Nesse limite devemos considerar varia´veis ex-
tensivas muito grandes, mas com densidades fixas. Em
outras palavras, o limite termodinaˆmico e´ dado por
V,N →∞, V
N
= v fixo. (8)
Para tomar esse limite, normalmente lanc¸amos ma˜o da
expansa˜o assinto´tica de Stirling, que e´ um resultado co-
nhecido desde os tempos de Boltzmann. Essa expansa˜o
de Stirling, para N muito grande, e´ dada por
lnN ! = N lnN −N +O (lnN) . (9)
Levando em conta que tanto N quando V devem ser
muito grandes, e que, portanto, a diferenc¸a V − N
tambe´m e´ muito grande, a utilizac¸a˜o criteriosa da ex-
pansa˜o de Stirling produz o resultado limite
1
N
ln Ω =⇒ v ln v
v − 1 + ln (v − 1) , (10)
de onde obtemos a entropia termodinaˆmica do ga´s de
rede ideal,
S = kBV ln
V
N
− kBV ln
(
V
N
− 1
)
+ kBN ln
(
V
N
− 1
)
,
(11)
que e´ uma func¸a˜o homogeˆnea (de primeiro grau) das
varia´veis extensivas V e N , de acordo com os requistos
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da termodinaˆmica de Gibbs. Nessas questo˜es de termo-
dinaˆmica recomeda-se o recurso ao texto de H. B. Callen,
Thermodynamics, publicado pela Wiley em 1962. No-
tem que a energia interna esta´ fixa, embora a energia
nem seja um paraˆmetro desse modelo supersimplificado
(os qu´ımicos costumam incorporar trivialmente a energia
cine´tica das part´ıculas, mas no´s na˜o vamos nos preocu-
par com isso). Notem tambe´m que podemos escrever a
entropia na forma
1
V
S = −kB [ρ ln ρ+ (1− ρ) ln (1− ρ)] , (12)
em que o lado direito e´ a conhecida expressa˜o da “entro-
pia de mistura”, muito utilizada em f´ısica e qu´ımica de
fluidos.
Vamos agora recordar alguns resultados da termo-
dinaˆmica cla´ssica de Clausius e Gibbs. Considerando um
fluido simples, com um u´nico componente, podemos es-
crever a relac¸a˜o diferencial
dU = T dS − p dV + µdN, (13)
em que U e´ a energia interna e µ e´ o potencial qu´ımico.
Enta˜o
dS =
1
T
dU +
p
T
dV − µ
T
dN. (14)
Portanto, a partir da entropia, dada pela equac¸a˜o (11),
temos a equac¸a˜o de estado para o ga´s de rede ideal,
p
T
=
(
∂S
∂V
)
U,N
= kB ln
V
V −N , (15)
que poser ser considerada o ana´logo (na rede) da lei Boyle
para os gases perfeitos. Vamos agora escrever a raza˜o p/T
em termos da densidade de part´ıculas,
p
kBT
= − ln (1− ρ) , (16)
lembrando que N ≤ V , ou seja, 0 ≤ ρ ≤ 1. Na figura
2 desenhamos algumas isotermas dessa lei de Boyle na
rede.
A expressa˜o da lei de Boyle na rede ainda pode ser
colocada na forma de uma “expansa˜o do virial”, para
baixas densidades,
p
kBT
= ρ+
1
2
ρ2 +
1
3
ρ3 + ..., (17)
em que o primeiro termo corresponde exatamente a` forma
tradicional da lei de Boyle.
Nesse ponto conseguimos produzir uma deduc¸a˜o es-
tat´ıstica da lei de Boyle, um dos nossos primeiros obje-
tivos. No entanto, como ir ale´m do ga´s ideal? Como
reproduzir pelo menos a famosa equac¸a˜o de van der Wa-
als sobre a continuidade dos estados da mate´ria?
Figura 2: Lei de Boyle na rede: isotermas da pressa˜o
contra a densidade.
III. GA´S REAL: TEORIA FENOMENOLO´GICA
DE VAN DER WAALS
A dissertac¸a˜o de doutoramento de van der Waals, pu-
blicada em 1873, conte´m a primeira teoria de sucesso
sobre a “continuidade dos estados l´ıquido e gasoso da
mate´ria”, e permanece como um cena´rio importante para
a ana´lise das transic¸o˜es de fases em sistemas fluidos (por
exemplo, ver o artigo de Chandler, Weeks e Andersen,
Van der Waals picture of liquids, solids and phase trans-
formations, Science 220, 767, 1983). Mais adiante vamos
ver que a transic¸a˜o para o ferromagnetismo tambe´m tem
sido explicada, desde o in´ıcio do se´culo XX, por uma te-
oria fenomenolo´gica proposta por Pierre Curie, e desen-
volvida por Pierre Weiss, que e´ o “ana´logo magne´tico”
da teoria de van der Waals.
Vamos considerar o diagrama de fases de um fluido
simples em termos dos campos termodinaˆmicos, como a
pressa˜o e a temperatura . Na figura 3, as linhas cheias
indicam uma coexisteˆncia de fases, com densidades dife-
rentes, mas com os mesmos valores dos campos termo-
dinaˆmicos. Atravessando uma das linhas cheias passamos
por uma transic¸a˜o de primeira ordem. Nessas transic¸o˜es
de primeira ordem coexistem duas fases diferentes, com
densidades diferentes, mas com valores bem definidos da
pressa˜o e da temperatura (campos termodinaˆmicos). No
ponto triplo, Tt, pt, ha´ uma coexisteˆncia de treˆs fases dis-
tintas, com valores diferentes para as densidades termo-
dinaˆmicas (volume espec´ıfico, entropia por mol). O ponto
cr´ıtico, Tc, pc, representa o “terminus” de uma linha de
coexisteˆncia de fases (na a´gua pura, a temperatura cr´ıtica
e´ muito alta, da ordem de 650K; no nitrogeˆnio ou no
mono´xido de carbono, a temperatura cr´ıtica e´ bem mais
baixa, inferior a 150K). Percorrendo a curva de coe-
xisteˆncia entre as fases l´ıquida e gasosa no diagrama p−T ,
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Figura 3: Diagrama de fases de um fluido simples em
termos dos campos termodinaˆmicos, temperatura T e
pressa˜o p.
a diferenc¸a entre as densidades do l´ıquido e do ga´s e´ cada
vez menor, anulando-se finalmente no ponto cr´ıtico, em
que as duas fases se tornam ideˆnticas (a transic¸a˜o cr´ıtica
e´, portanto, cont´ınua, ou de segunda ordem). Nas vi-
zinhanc¸as do ponto cr´ıtico, determinadas derivadas ter-
modinaˆmicas, como a compressibilidade ou o calor es-
pec´ıfico, podem apresentar um comportamento anoˆmalo,
que e´ associado a um “estado cr´ıtico” da mate´ria.
A`s vezes e´ mais conhecido um diagrama p − v, em
que v = V/N e´ o volume espec´ıfico. Na figura 4 ha´
um patamar, para T < Tc, indicando a coexisteˆncia, a
uma dada pressa˜o, de uma fase l´ıquida (com volume es-
pec´ıfico vL) e uma fase gasosa (com volume espec´ıfico
vG). A` medida que a temperatura T aumenta, a dife-
renc¸a ψ = vG − vL diminui, anulando-se finalmente no
ponto cr´ıtico (tambe´m poder´ıamos ter definido ψ como a
diferenc¸a de densidades, ρL − ρG, onde ρ = 1/v). Acima
da temperatura cr´ıtica, a pressa˜o e´ uma func¸a˜o bem com-
portada e monotonicamente decrescente com o volume
espec´ıfico.
Agora ja´ podemos introduzir um “expoente cr´ıtico”
para caracterizar o comportamento assinto´tico de ψ
quando T → Tc,
ψ ∼ B
(
Tc − T
Tc
)β
, (18)
em que o prefator B e a temperatura cr´ıtica Tc na˜o teˆm
qualquer cara´ter universal, mas o expoente β e´ aproxi-
madamente 1/3 para quaisquer fluidos (ou para as gran-
dezas termodinamicamente ana´logas em outros sistemas
f´ısicos).
Ja´ vimos que o comportamento de um sistema fluido
dilu´ıdo a temperaturas suficientemente altas pode ser ex-
plicado pela lei de Boyle, pv = kBT . A proposta de van
Figura 4: Isotermas de um fluido simples: gra´ficos da
pressa˜o p contra o volume espec´ıfico v para alguns
valores da temperatura, acima e abaixo da temperatura
cr´ıtica.
der Waals consistiu em introduzir uma correc¸a˜o no vo-
lume espec´ıfico,
v =⇒ v − b, (19)
em que b > 0 e´ uma paraˆmetro positivo, que deve levar
em conta o caroc¸o duro dos potenciais intermoleculares,
e uma correc¸a˜o na pressa˜o,
p =
kBT
v − b =⇒ p =
kBT
v − b −
a
v2
, (20)
em que a > 0 e´ outro paraˆmetro positivo, caracter´ıstico
de determinado ga´s, que leva em conta as forc¸as atrati-
vas, de curto alcance, entre pares de mole´culas. O termo
de correc¸a˜o e´ proporcional ao quadrado da densidade de
part´ıculas, ρ2 = 1/v2, pois deve dar conta do nu´mero de
pares de part´ıculas interagentes (pelo menos em me´dia,
e´ claro). Na sua forma usual a equac¸a˜o de van der Waals
e´ escrita como (
p+
a
v2
)
(v − b) = kBT. (21)
Essa equac¸a˜o de van der Waals explica a existeˆncia de
uma temperatura cr´ıtica Tc. Na figura 5 desenhamos es-
quematicamente um gra´fico de p contra v, para T < Tc,
obtido atrave´s da equac¸a˜o de van der Waals (21). Ao
inve´s de um patamar, como na situac¸a˜o experimental,
surgem as famosas “alc¸as” de van der Waals. Dadas
a pressa˜o e a temperatura, pode haver ate´ treˆs valores
distintos de v. Ha´ um intervalo termodinamicamente
insta´vel, com (∂p/∂v)T > 0. Este defeito das equac¸o˜es
de van der Waals foi corrigido por Maxwell atrave´s de
uma famosa construc¸a˜o de a´reas iguais, ou de dupla tan-
gente. Acima da temperatura cr´ıtica Tc, as isotermas de
van der Waals sa˜o func¸o˜es biun´ıvocas de p contra v, ten-
dendo para a lei de Boyle a` medida que a temperatura
aumenta.
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Figura 5: Diagrama p− v, para uma temperatura fixa,
abaixo de Tc, obtido a partir da equac¸a˜o fenomenolo´gica
de van der Waals. Notem o formato de uma alc¸a, e o
trecho insta´vel, quando (∂p/∂v)T > 0.
Para calcular os paraˆmetros cr´ıticos (pc, vc e Tc) em
func¸a˜o dos paraˆmetros fenomenolo´gicos a e b, vamos es-
crever a equac¸a˜o de van der Waals na forma de um po-
linoˆmio em v,
v3 −
(
b+
kBT
p
)
v2 +
a
p
v − ab
p
= 0. (22)
No ponto cr´ıtico (T = Tc; p = pc), esse polinoˆmio tem
treˆs ra´ızes ideˆnticas, podendo ser escrito como
(v − vc)3 = 0. (23)
Portanto, e´ fa´cil verificar que
vc = 3b; Tc =
8a
27bkB
; pc =
a
27b2
. (24)
Para T > Tc, dada a pressa˜o p, o polinoˆmio cu´bico ainda
pode ter treˆs ra´ızes, mas duas delas sa˜o imagina´rias con-
jugadas e devem ser descartadas. Abaixo de Tc, as treˆs
ra´ızes sa˜o reais, dando origem a`s “alc¸as” de van der Wa-
als.
Vamos abrir mais um pareˆntese termodinaˆmico. Dada
a equac¸a˜o fundamental U = U (S, V,N) podemos fazer
uma transformac¸a˜o de Legendre, trocando a entropia S
pela temperatura T como varia´vel independente, e definir
a energia livre de Helmholtz, F = F (T, V,N) = U −
TS. Portanto, temos a forma diferencial dF = −SdT −
pdV +µdN . Para um nu´mero fixo de part´ıculas, podemos
escrever uma energia livre de Helmholtz por part´ıcula,
f = F/N , tal que
df = −Tds− pdv, (25)
de onde vem −p = (∂f/∂v)T . Utilizando a equac¸a˜o de
van der Waals, (20), podemos escrever p = p (T, v). In-
tegrando essa func¸a˜o, obtemos a energia livre de van der
Waals,
f = f (T, v) = −kBT ln (v − b)− a
v
+ f0 (T ) , (26)
Figura 6: Esboc¸o da energia livre de van der Waals,
f = f (T, v), contra o volume espec´ıfico v para uma
temperatura fixa, abaixo de Tc . A construc¸a˜o da dupla
tangente e´ uma forma de restaurar a convexidade da
energia livre.
em que f0 (T ) e´ uma func¸a˜o apenas da temperatura.
Lembrando que a > 0, pode-se perceber que os dois
primeiros termos dessa expressa˜o teˆm convexidades dis-
tintas (um deles e´ convexo, mas o outro e´ uma func¸a˜o
coˆncava de v). A energia livre, no entanto, tem
que ser uma func¸a˜o convexa de v, pois
(
∂2f/∂v2
)
=
− (∂p/∂v)T > 0 para garantir a estabilidade termo-
dinaˆmica. De novo, essa e´ uma manifestac¸a˜o das “alc¸as”
de van de Waals. Como indicado na figura 6, a convexi-
dade da energia livre pode ser restaurada pela construc¸a˜o
da dupla tangente de Maxwell (que e´ ideˆntica a` cons-
truc¸a˜o de “a´reas iguais” nas isotermas de um diagram
p− v).
Utilizando a equac¸a˜o de van der Waals, com v = vc,
acima da temperatura cr´ıtica, podemos escrever(
∂p
∂v
)
T ;v=vc
= −kBT
4b2
+
2a
27b3
= − kB
4b2
(T − Tc) . (27)
Essa equac¸a˜o indica uma divergeˆncia da compressibili-
dade isote´rmica, κT = − (∂v/∂p)T /v, com v = vc, a` me-
dida que nos aproximamos da temperatura cr´ıtica. Te-
mos enta˜o
κT = −1
v
(
∂v
∂p
)
T
∼ C
(
Tc − T
Tc
)−γ
, (28)
que da´ origem a` definic¸a˜o do expoente cr´ıtico γ = 1.
Com maior esforc¸o alge´brico (e utilizando a construc¸a˜o
de Maxwell) ainda e´ poss´ıvel obter os seguintes resulta-
dos: (i) o mesmo expoente γ = 1 continua caracterizando
a divergeˆncia da compressibilidade isote´rmica para tem-
peraturas abaixo de Tc; (ii) o expoente β = 1/2 caracte-
riza o comportamento assinto´tico de ψ = vG−vL (ou, de
forma equivalente, ψ = ρL−ρG) ao longo da curva de coe-
xisteˆncia; (iii) o calor espec´ıfico a volume constante, para
v = vc, apresenta apenas uma descontinuidade atrave´s da
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temperatura cr´ıtica (que pode ser associada a um expo-
ente cr´ıtico α = 0). Os valores desses expoentes cr´ıticos
(α, β, γ, ....) na˜o dependem dos paraˆmetros a e b, ou
seja, do particular sistema fluido sob considerac¸a˜o. Es-
ses expoentes teˆm, portanto, um cara´ter universal, que
vai se manter em outros sistemas f´ısicos, se no´s consi-
derarmos grandezas termodinaˆmicas ana´logas. A partir
de meados do se´culo passado, foi poss´ıvel realizar medi-
das mais precisas nas vizinhanc¸as dos pontos cr´ıticos de
muitos fluidos, indicando que os expoentes cr´ıticos sa˜o,
de fato, universais, mas que os valores experimentais sa˜o
claramente diferentes das previso˜es da teoria de van der
Waals. Na tabela abaixo fazemos uma comparac¸a˜o entre
os valores de van der Waals e os valores experimentais.
van der Waals experieˆncias
α 0 & 0
β 12 ≈ 13
γ 1 ≈ 54
.
Notem que α + 2β + γ = 2, segundo a teoria de van der
Waals, e que α + 2β + γ ≈ 2 segundo os dados experi-
mentais para um nu´mero enorme de sistemas.
IV. GA´S DE REDE COM INTERAC¸O˜ES -
ENSEMBLE CANOˆNICO
Para fazer um ca´lculo estat´ıstico na direc¸a˜o de van
der Waals, ou seja, para ir ale´m da lei de Boyle, temos
que introduzir interac¸o˜es atrativas no modelo de ga´s de
rede. Dada uma configurac¸a˜o microsco´pica {ti} do ga´s de
rede, uma forma simples e fisicamente relevante de incluir
interac¸o˜es entre pares consiste em escrever a energia
H = H{ti} = −
∑
(i,j)
titj , (29)
em que  > 0 e´ um paraˆmetro positivo e o s´ımbolo (i, j)
indica que a soma deve ser feita sobre ce´lulas vizinhas
mais pro´ximas. Um par de ce´lulas vizinhas ocupadas
(ti = tj = 1) contribui com um termo − para a energia
da configurac¸a˜o, mas se uma das ce´lulas estiver vazia a
contribuic¸a˜o para a energia de interac¸a˜o e´ nula. O mo-
delo do ga´s de rede, com interac¸o˜es dessa forma, repre-
senta um potencial intermolecular com um caroc¸o duro
e uma parte atrativa ( > 0), de curto alcance, que e´
capaz de simular certas formas mais realistas, como o
conhecid´ıssimo potencial de Lennard-Jones (ver a figura
7).
Temos enta˜o que obter o nu´mero total de configurac¸o˜es
acess´ıveis a esse sistema, Ω (U, V,N), com valores fixos
do nu´mero de part´ıculas N , do nu´mero de ce´lulas V , e
da energia interna total, U = H{ti}. Esse nu´mero de
configurac¸o˜es e´ dado por uma soma mu´ltipla com duas
restric¸o˜es,
Ω (U, V,N) =
∑
{t1,t2,...,tV }∑V
i=1 ti=N ; −
∑
(i,j) titj=U
1. (30)
Figura 7: Potencial intermolecular t´ıpico (em func¸a˜o da
distaˆncia r entre as part´ıculas)
Devido a` restric¸a˜o adicional, associada a` energia interna
fixa, o problema da contagem das configurac¸o˜es se torna
dur´ıssimo. Esse problema somente foi resolvido em si-
tuac¸o˜es muito especiais. Por exemplo, em uma rede uni-
dimensional e´ poss´ıvel fazer um ca´lculo expl´ıcito, mas
o resultado e´ decepcionante, pois na˜o vai ale´m de uma
forma semelhante a` lei de Boyle, sem nenhuma possibi-
lidade de explicar a existeˆncia de um ponto cr´ıtico ou
a separac¸a˜o do sistema em fases l´ıquida e gasosa. Ha´
uma conexa˜o desse modelo de ga´s de rede com o famoso
modelo de Ising do ferromagnetimo, que pode ser resol-
vido analiticamente em duas dimenso˜es, na auseˆncia de
campo externo, e que exibe uma bel´ıssima transic¸a˜o de
fases. Mas esse ca´lculo exato fica restrito a redes bidi-
mensionais, em condic¸o˜es de campo nulo, e envolveria
manobras matema´ticas muito ale´m dos objetivos dessas
notas. E´ claro que atualmente poder´ıamos lanc¸ar ma˜o de
diferentes tipos de simulac¸a˜o nume´rica para analisar de-
talhadamente tanto o ga´s de rede com interac¸o˜es quanto
o modelo de Ising, mas nessas notas vamos nos retringir a
abordagens mais simples, se poss´ıvel anal´ıticas, tentando
pelo menos recuperar os resultados da teoria de van der
Waals.
A. Ensemble canoˆnico
Para enfrentar o problema do ga´s de rede com in-
terac¸o˜es, vamos recorrer ao “ensemble canoˆnico”, intro-
duzido pelo professor Gibbs de Yale, que se transformou
numa das te´cnicas mais poderosas da f´ısica estat´ıstica.
No ensemble canoˆnico no´s estamos interessados num
sistema em contato com um reservato´rio te´rmico que de-
fine a temperatura T . O sistema composto, formado pelo
sistema de interesse e o reservato´rio te´rmico, esta´ devida-
mente isolado do restante do universo, com uma energia
total fixa E0. Portanto, as configurac¸o˜es microsco´picas
do sistema composto devem ser absolutamente equiva-
lentes. O reservato´rio e´ um sistema muito grande, com
uma temperatura fixa, que na˜o e´ afetada pela troca de
energia com o sistema de interesse. A parede externa
desse conjunto e´ isolante, mas a parede ideal que separa
o sistema de interesse S e o reservato´rio R e´ diate´rmica,
deixando passar energia na forma de calor.
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Podemos enta˜o fazer uma pergunta sobre esse sistema
composto: qual e´ a probabilidade Pj de encontrar o sis-
tema de interesse S no estado microsco´pico j, com ener-
gia Ej? A resposta e´ imediata, de acordo com o postu-
lado das probabilidade iguais a priori,
Pj = C ΩR (E0 − Ej) , (31)
em que ΩR (E0 − Ej) e´ o nu´mero de estados mi-
crosco´picos do reservato´rio R com energia E0 − Ej , e C
e´ uma constante (de normalizac¸a˜o). Vamos agora tomar
o logaritmo de Pj e fazer um desenvolvimento em se´rie
de Taylor (em poteˆncias de −Ej),
lnPj = lnC + ln ΩR (E0) +
∂ ln ΩR (E)
∂E
∣∣∣∣
E=E0
(−Ej) +
+
1
2
∂2 ln ΩR (E)
∂E2
∣∣∣∣
E=E0
(−Ej)2 + .... (32)
Usando a definic¸a˜o de entropia (segundo postulado),
e´ fa´cil perceber o significado da primeira derivada de
ln ΩR (E), ou seja,
∂ ln ΩR (E)
∂E
∣∣∣∣
E=E0
=
1
kB
∂SR (E)
∂E
=
1
T
(33)
A segunda derivada de ln ΩR (E) envolve uma derivada
da temperatura do reservato´rio (que esta´ fixa). Tanto
esse termo, envolvendo a segunda derivada, quanto os
termos seguintes na expansa˜o de Taylor devem dar uma
contribuic¸a˜o insignificante (num reservato´rio de o´tima
qualidade). Escrevemos enta˜o a probabilidade
Pj =
1
Z
exp
(
− Ej
kBT
)
=
1
Z
exp (−βEj) , (34)
em que estamos usando a notac¸a˜o muito comum em f´ısica
estat´ıstica, β = 1/kBT , e o denominador Z e´ um fator
de normalizac¸a˜o, conhecido como “func¸a˜o canoˆnica de
partic¸a˜o”, dado pela soma sobre estados microsco´picos
do sistema S,
Z =
∑
j
exp (−βEj) . (35)
O ensemble que o professor Gibbs de Yale arriscou-se
a chamar de canoˆnico, que corresponde a` situac¸a˜o co-
mum de um sistema em equil´ıbrio te´rmico com o meio, e´
definido pelo conjunto dos “estados de Gibbs” e suas res-
pectivas probabilidades, {j, Pj}, em que Pj e´ dado pelas
equac¸o˜es (34) e (35).
No equil´ıbrio (macrosco´pico), a temperatura perma-
nece fixa, mas ha´ enormes flutuac¸o˜es microsco´picas. O
sistema de interesse esta´ continuamente trocando energia
com o reservato´rio te´rmico, passando por muitas confi-
gurac¸o˜es microsco´picas distintas, com valores distintos
da energia. Podemos enta˜o escrever o valor me´dio (ou
valor esperado) probabil´ıstico da energia do sistema de
interesse,
〈Ej〉 =
∑
j
EjPj =
1
Z
∑
j
Ej exp (−βEj) = − ∂
∂β
lnZ,
(36)
em que e´ poss´ıvel escrever a u´ltima forma compacta, pois
Z = Z (β) e´ uma func¸a˜o de β (ale´m de func¸a˜o tambe´m
do volume V e do nu´mero de part´ıculas N do sistema de
interesse).
A energia interna termodinaˆmica U somente pode ser
identificada com o valor esperado 〈Ej〉 quando as flu-
tuac¸o˜es em torno desse valor forem “muito pequenas”.
Vamos ver que e´ exatamente isso que ocorre, em situac¸o˜es
normais, no limite termodinaˆmico de um sistema muito
grande. O valor me´dio do desvio da energia em relac¸a˜o
a` me´dia e´ nulo, e na˜o produz nenhuma informac¸a˜o,
〈∆Ej〉 = 〈(Ej − 〈Ej〉)〉 = 0. (37)
Vamos enta˜o calcular o valor me´dio do desvio quadra´tico
em relac¸a˜o a` me´dia,〈
(∆Ej)
2
〉
=
〈
E2j
〉− 〈Ej〉2 ≥ 0. (38)
Com algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, e´ poss´ıvel mostrar
que〈
(∆Ej)
2〉 = − ∂
∂β
〈Ej〉 =⇒
〈
(∆Ej)
2〉 = −∂U
∂β
= kBT
2 ∂U
∂T
,
(39)
em que ja´ fizemos a identificac¸a˜o entre o valor me´dio
〈Ej〉 e a energia interna U . Vale notar que ∂U/∂T e´ a
capacidade calor´ıfica (a volume constante) do sistema S,
grandeza que deve ser positiva, proporcional ao nu´mero
N de part´ıculas,
∂U
∂T
= NcV > 0, (40)
em que cV e´ o calor espec´ıfico a volume constante. Pode-
mos enta˜o escrever o desvio relativo, que vai se compor-
tar como 1/
√
N para um sistema suficientemente grande
(no limite termodinaˆmico N → ∞), justificando dessa
forma a nossa identificac¸a˜o do valor me´dio com a energia
interna,√〈
(∆Ej)
2
〉
〈Ej〉 =
1
U
[
kBT
2 ∂U
∂T
]1/2
=⇒ 1√
N
. (41)
Essa e´ uma das fo´rmulas mais famosas da mecaˆnica
estat´ıstica. Praticamente com a mesma notac¸a˜o, ela foi
escrita por Gibbs, no seu livro cla´ssico, publicado em
1902, e pelo jovem Einstein, em artigo independente de
1904, especulando sobre a poss´ıvel observac¸a˜o das flu-
tuac¸o˜es microsco´picas da energia numa situac¸a˜o de tem-
peratura constante (em trabalho de 1905, Einstein con-
sidera as flutuac¸o˜es das posic¸o˜es de part´ıculas no movi-
mento browniano). Essa fo´rmula garante a recuperac¸a˜o
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das grandezas termodinaˆmicas atrave´s da conexa˜o com
os valores me´dios estat´ısticos das grandezas correspon-
dentes, no limite termodinaˆmico, exceto em condic¸o˜es
muito especiais. O grande problema e´ que essas condic¸o˜es
especiais ocorrem nas vizinhanc¸as de um ponto cr´ıtico,
em que ha´ fartas indicac¸o˜es, experimentais e teo´ricas, de
que o calor espec´ıfico se torna excessivamente grande,
podendo ate´ mesmo divergir (com um expoente cr´ıtico
α > 0). Na soluc¸a˜o exata de Onsager para o modelo
de Ising na rede quadrada, o calor espec´ıfico diverge lo-
garitmicamente nas vizinhanc¸as da temperatura cr´ıtica.
Enta˜o, nas vizinhanc¸as dos pontos cr´ıticos, justamente
onde ocorre o comportamento universal de va´rias gran-
dezas, somos obrigados a procurar estrate´gias de ca´lculo
que incorporem a forc¸a avassaladora da flutuac¸o˜es es-
tat´ısticas. Esse vai ser um assunto para a parte final
dessas notas.
No limite termodinaˆmico, atrave´s de algumas mani-
pulac¸o˜es com a func¸a˜o canoˆnica de partic¸a˜o Z (β), na˜o
e´ dif´ıcil estabelecer uma conexa˜o com a energia livre de
Helmholtz, F = F (T, V,N), que e´ uma equac¸a˜o funda-
mental da termodinaˆmica na representac¸a˜o T − V − N .
Vamos escrever
Z =
∑
j
exp (−βEj) =
∑
E
Ω (E) exp (−βE) , (42)
em que a segunda soma foi simplesmente rearranjada
(pois Ω e´ a “degeneresceˆncia” dos estados com ener-
gia E). Podemos agora apelar para uma te´cnica seme-
lhante a` expansa˜o de Stirling, substituindo a soma pelo
seu termo ma´ximo, numa operac¸a˜o que tem sido ampla-
mente justificada, no limite termodinaˆmico, para siste-
mas cla´ssicos ou quaˆnticos, desde que as interac¸o˜es mi-
crosco´picas mantenham um alcance fisicamente aceita´vel.
Enta˜o escrevemos
Z ∼ Ω
(
E˜
)
exp
(
−βE˜
)
= exp {−β [U − TS (U)]} = exp [−βF ] ,
(43)
em que fizemos as correspondeˆncias E˜ → U e
kB ln Ω
(
E˜
)
→ S (U). Portanto, no limite termo-
dinaˆmico temos
− 1
β
1
N
lnZ =⇒ f = F
N
, (44)
em que f e´ a energia livre de Helmhotz por part´ıcula,
atrave´s da qual e´ poss´ıvel obter todo o comportamento
termodinaˆmico do sistema.
B. Ga´s de rede no ensemble canoˆnico
Vamos voltar ao problema do ga´s de rede com in-
terac¸o˜es entre pares de vizinhos mais pro´ximos. No en-
semble microcanoˆnico, temos que obter o nu´mero total
de configurac¸o˜es acess´ıveis ao sistema, Ω (U, V,N), dado
pela equac¸a˜o (30). Enta˜o podemos escrever a func¸a˜o
canoˆnica de partic¸a˜o
Z = Z (β, V,N) =
∑
E
exp (−βE)

∑
{t1,t2,...,tV }∑V
i=1 ti=N ; −
∑
(i,j) titj=E
1
 .
(45)
Transferindo o termo exp (−βE) para dentro da segunda
soma, temos
Z (β, V,N) =
∑
E
∑
{t1,t2,...,tV }∑V
i=1 ti=N ; −
∑
(i,j) titj=E
exp
β∑
(i,j)
titj
 .
(46)
Agora basta notar que estamos somando sobre confi-
gurac¸o˜es microsco´picas com determinado valor da ener-
gia, e depois somamos sobre todos os valores da energia.
Enta˜o, fazendo um rearranjo de termos, e´ fa´cil eliminar
a restric¸a˜o sobre os valores da energia, e escrever
Z = Z (β, V,N) =
∑
{t1,t2,...,tV }∑V
i=1 ti=N
exp
β∑
(i,j)
titj
 , (47)
em que a soma sobre as configurac¸o˜es deve ser feita
com uma u´nica restric¸a˜o, para um nu´mero fixo N de
part´ıculas.
Esse problema ainda e´ muito dif´ıcil, mas agora pode
ser diretamente associado ao modelo de Ising. Vamos cal-
cular uma func¸a˜o geratriz da func¸a˜o canoˆnica de partic¸a˜o
Z, que e´ uma te´cnica equivalente a mudar para um en-
semble grande canoˆnico. Escrevemos enta˜o
Ξ = Ξ (β, V, µ) =
V∑
N=0
exp (βµN)Z (β, V,N) =
=
V∑
N=0
exp (βµN)
∑
{t1,t2,...,tV }∑V
i=1 ti=N
exp
β∑
(i,j)
titj
 . (48)
Apo´s um mero rearranjo da soma, temos a grande func¸a˜o
de partic¸a˜o
Ξ = Ξ (β, V, µ) =
∑
{t1,t2,...,tV }
exp
βµ N∑
i=1
ti + β
∑
(i,j)
titj
 ,
(49)
em que a soma mu´ltipla sobre as varia´veis de ocupac¸a˜o
{ti} pode agora ser feita sem restric¸o˜es. Fazendo uma
mudanc¸a trivial de varia´veis bina´rias, de ti = 1 (0) para
σi = +1 (−1), dada pela relac¸a˜o
ti =
1 + σi
2
, (50)
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obtemos a forma da func¸a˜o canoˆnica de partic¸a˜o do fa-
mos´ıssimo modelo de Ising na presenc¸a de um campo ex-
terno, como vai ser discutido um pouco mais adiante.
Essa equivaleˆncia entre a func¸a˜o grande canoˆnica (ou
func¸a˜o geratriz do ensemble grande canoˆnico) do ga´s de
rede a func¸a˜o de partic¸a˜o canoˆnica usual do modelo de
Ising foi mostrada em artigo pioneiro de Yang e Lee, na
de´cada de cinquenta, que utilizaram os resultados conhe-
cidos para o modelo de Ising, como a soluc¸a˜o exata de
Onsager na auseˆncia de campo, em duas dimenso˜es, para
discutir o comportamento cr´ıtico dos gases reais. Por
enquanto esse resultados ficam apenas registrados. Sa˜o
esses resultados que nos permitem ir muito ale´m da visa˜o
(cla´ssica) das equac¸o˜es de van der Waals.
V. GA´S DE REDE DE VAN DER WAALS -
CA´LCULO ESTATI´STICO
Vamos agora simplificar drasticamente as interac¸o˜es no
modelo do ga´s de rede a fim de fazer um ca´lculo elemen-
tar de mecaˆnica estat´ıstica com o objetivo de procurar
um contato com a teoria fenomenolo´gica de van der Wa-
als. Ja´ mencinamos que, para dar conta das interac¸o˜es
atrativas entre pares de mole´culas, van der Waals intro-
duziu um termo de correc¸a˜o proporcional a` densidade
ao quadrado na pressa˜o da lei de Boyle. Vamos adotar
um procedimento ana´logo, substituindo uma soma sobre
pares de vizinhos mais pro´ximos por outra soma, devi-
damente renormalizada, muito mais simples, sobre todos
os pares de part´ıculas. De acordo com essa simplificac¸a˜o,
temos a soma sobre pares na energia de interac¸a˜o do ga´s
de rede,
−
∑
(i,j)
titj =⇒ −
1
2V
V∑
i=1
V∑
j=1
titj = −

2V
(
V∑
i=1
ti
)2
= − 1
2
 V
(
N
V
)2
.
(51)
A energia de interac¸a˜o, portanto, torna-se proporcio-
nal a` densidade ao quadrado, independentemente das
flutuac¸o˜es microsco´picas, e facilitando drasticamente os
ca´lculos estat´ısticos.
A partir da equac¸a˜o (47), escrevemos a func¸a˜o canoˆnica
de partic¸a˜o desse modelo de ga´s de rede de van der Waals,
Zvdw =
∑
{t1,t2,...,tV }∑V
i=1 ti=N
exp
[
βN2
2V
]
= exp
[
βN2
2V
] ∑
{t1,t2,...,tV }
1,
∑V
i=1 ti=N
(52)
em que a u´ltima soma ja´ tinha sido obtida no contexto
do ga´s de rede ideal. Chegamos enta˜o ao resultado trivial
Zvdw = exp
[
βN2
2V
]
V !
N ! (V −N)! . (53)
No limite termodinaˆmico, temos a energia livre de
Helmholtz por part´ıcula,
fvdw = − 1
β
lim
N→∞
1
N
lnZvdw = −1
2

N
V
− T S
N
=
= − 
2v
− kBT [v ln v − v ln (v − 1) + ln (v − 1)] , (54)
em que a entropia S e´ dada pela mesma equac¸a˜o (11)
obtida para o ga´s de rede ideal (no contexto do ensem-
ble microcanoˆnico). Com algumas manipulac¸o˜es termo-
dinaˆmicas na representac¸a˜o de Helmholtz, temos
p = −
(
∂f
∂v
)
T
= − 
2v2
− kBT ln
(
1− 1
v
)
, (55)
que e´ o ana´logo na rede da equac¸a˜o fenomenolo´gica de
van der Waals. Note que, com  = 0, isto e´, sem in-
terac¸o˜es, no´s recuperamos a pressa˜o do ga´s de rede ideal,
dada pela equac¸a˜o (16).
A equac¸a˜o de estado desse ga´s de rede e´ bem simples,
mas ligeiramente mais complicada do que o polinoˆmio
cu´bico em v encontrado por van der Waals, que talvez
seja a forma alge´brica mais simples que ainda apresenta
uma bifurcac¸a˜o de ra´ızes, capaz de explicar a existeˆncia
de um ponto cr´ıtico. A nossa expressa˜o, no entanto, tem
as qualidades (e os defeitos) da teoria fenomenolo´gica de
van der Waals.
Fazendo uma expansa˜o da equac¸a˜o de estado (55) em
poteˆncias da densidades, ρ = 1/v << 1,
p = kBTρ+
1
2
(kBT − ) ρ2 + kBT
[
1
3
ρ3 +
1
4
ρ4 + ...
]
,
(56)
podemos notar algumas caracter´ısticas das isotermas
p − v. No limite ρ → 0, recuperamos a lei de Boyle dos
gases perfeitos. Para temperaturas suficientemente altas
(kBT >> ), todos os coeficientes das poteˆncias de ρ sa˜o
positivos. Mas, para temperaturas baixas, o coeficiente
de ρ2 pode mudar de sinal, aparecendo enta˜o o cena´rio de
uma instabilidade, como na teoria fenomenolo´gica de van
der Waals. Sgerimos que os leitores tracem algumas iso-
termas t´ıpicas desse problema. Em outras palavras, que
fac¸am alguns gra´ficos t´ıpicos de p/ (pressa˜o em unidades
convenientes) contra o volume espec´ıfico v (com v > 1, e´
claro) para diferentes valores de kBT/ (temperatura em
unidades convenientes), como esta´ ilustrado na figura 8.
Para investigar o aparecimento de uma instabilidade
termodinaˆmica, devemos analisar o sinal da derivada
(∂p/∂v)T , que precisa ser negativo, pois (∂p/∂v)T =
− (∂2f/∂v2)
T
. A energia livre f = f (T, v) somente se
torna fisicamente aceita´vel quando for uma func¸a˜o con-
vexa das varia´veis T e v. Vamos enta˜o estudar o sinal da
expressa˜o
∂2f
∂v2
=
kBT
v3 (v − 1)
[
v2 − 
kBT
v +

kBT
]
. (57)
Obtenham os valores de T e v em que o termo entre col-
chetes muda de sinal (obtendo assim as coordenadas do
ponto cr´ıtico). Obtenham tambe´m os valores da tempe-
ratura Tc, do volume espec´ıfico vc, e da pressa˜o pc no
ponto cr´ıtico. Calcule o valor da raza˜o pcvc/kBTc.
Ha´ va´rios ca´lculos de grandezas termodinaˆmicas que
podem ser feitos com certa facilidade no contexto desse
modelo de rede de van der Waals. Vamos deixar os exem-
plos seguintes como exerc´ıcios complementares (mas obri-
gato´rios) dessas notas:
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Figura 8: Isotermas do ga´s de rede de van der Waals.
Abaixo da temperatura cr´ıtica a isoterma apresenta o
trecho caracter´ıstico de instabilidade.
(i) E´ fa´cil calcular a compressibilidade isote´rmica,
κT = κT (T, v). Verifiquem o comportamento assinto´tico
κT (T, v = vc) ∼ C
(
T − Tc
Tc
)−γ
, (58)
na imediata vizinhanc¸a do ponto cr´ıtico (T → Tc), ao
longo de um percurso termodinaˆmico com v = vc, acima
da temperatura cr´ıtica. Qual o valor do prefator C e do
expoente cr´ıtico γ?
(ii) Mostrem que o potencial qu´ımico do modelo do ga´s
de rede de van der Waals e´ dado por
µ = −ρ− kBT ln 1− ρ
ρ
, (59)
em que ρ = 1/v e´ a densidade. Usando os valores cr´ıticos,
obtenha o potencial qu´ımico µc no ponto cr´ıtico. Qual
o sinal da derivada (∂µ/∂ρ)T ? Desenhem algumas cur-
vas de µ/ contra a densidade ρ para valores t´ıpicos de
kBT/. Notem que os requisitos de estabilidade termo-
dinaˆmica exigem que, a temperatura fixa, o potencial
qu´ımico µ seja uma func¸a˜o monotonicamente crescente
de ρ.
(iii) Obtenham o potencial qu´ımico como func¸a˜o da
temperatura e da pressa˜o, µ = µ (T, p). Qual o signifi-
cado termodinaˆmico dessa func¸a˜o? Trace alguns gra´ficos
t´ıpicos de µ contra a pressa˜o p para valores caracter´ısticos
da temperatura.
(iv) Acima da temperatura cr´ıtica, com v = vc, o ca-
lor espec´ıfico a volume constante deve ser nulo. Com um
certo esforc¸o, e´ poss´ıvel obter o calor espec´ıfico abaixo da
temperatura cr´ıtica, com v = vc, ao longo da curva de
coexisteˆncia. Mostrem que esse calor espec´ıfico e´ sempre
finito, que na˜o ha´ divergeˆncia no ponto cr´ıtico (resul-
tando, portanto, num expoente cr´ıtico α = 0).
VI. PARAMAGNETISMO: MODELO DE
LANGEVIN-BRILLOUIN
No final do se´culo XIX ja´ se conheciam os materiais
paramagne´ticos, que obedeciam a lei de Curie,
M =
CH
T
, (60)
em que a magnetizac¸a˜o M e´ diretamente proporcional
ao campo magne´tico aplicado H e inversamente propor-
cional a` temperatura absoluta. Nesses materiais para-
magne´ticos, somente existe magnetizac¸a˜o na presenc¸a
de um campo aplicado. Ale´m disso, a magnetizac¸a˜o
se torna mais fraca com o aumento da agitac¸a˜o te´mica
(da temperatura). Essa lei fenomenolo´gica de Curie e´ o
ana´logo magne´tico da lei de Boyle para os fluidos. Essa
expressa˜o e´ incapaz de dar conta do fenoˆmeno do fer-
romagnetismo, em que aparece uma magnetizac¸a˜o (es-
pontaˆnea), abaixo de determinada temperatura, mesmo
na auseˆncia de campo magne´tico externo.
O paramagentismo foi explicado classicamente por
Paul Langevin, em 1905, utilizando um sistema cla´ssico
de momentos magne´ticos independentes, localizados nos
s´ıtios de uma rede cristalina, interagindo com um campo
magne´tico externo. A energia total de interac¸a˜o dos N
momentos magne´ticos localizados com o campo externo
e´ dada por
H = −
N∑
i=1
−→µ i · −→H = −
N∑
i=1
µziH, (61)
em que o campo esta´ aplicado ao longo da direc¸a˜o z.
Vamos considerar esse modelo de Langevin de acordo
com uma proposta de Le´on Brillouin, numa perspectiva
quaˆntica, para o caso espec´ıfico de ı´ons localizados de
spin 1/2. Nesse caso, cada projec¸a˜o µz pode assumir ape-
nas dois valores, +µ0 ou −µ0, tornando-se interessante
introduzir um conjunto de “varia´veis de spin”, {σi}, com
σi = ±1 para todos os s´ıtios i = 1, 2, ..., N da rede. Enta˜o
temos o hamiltoniano de Brillouin de spin-1/2,
H = −µ0H
N∑
i=1
σi. (62)
Como o estado microsco´pico do sistema e´ caracterizado
pelo conjunto de valores das varia´veis de spin, {σi}, po-
demos escrever uma func¸a˜o de partic¸a˜o, num ensemble
canoˆnico do tipo (T,H,N), que e´ dada por
Z = Z (T,H,N) =
∑
{σi}
exp (−βH) =
∑
σ1,σ2,...,σN
exp
(
βµ0H
N∑
i=1
σi
)
.
(63)
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E´ fa´cil perceber que a soma mu´ltipla se fatoriza. Enta˜o
Z =
[ ∑
σ=±1
exp (βµ0Hσ)
]N
= [2 cosh (βµoH)]
N
. (64)
A conexa˜o com a termodinaˆmica e´ estabelecida atrave´s
da energia livre magne´tica por part´ıcula,
g (T,H) = − 1
β
lim
N→∞
1
N
lnZ = −kBT ln
[
2 cosh
(
µoH
kBT
)]
.
(65)
Devido a` forma do hamiltoniano, que reflete a nossa es-
colha da energia magne´tica, incluindo a interac¸a˜o com o
campo aplicado, a energia livre magne´tica por part´ıcula
se torna uma func¸a˜o de T e de H. Vamos enta˜o adotar
a nomenclatura g = g (T,H), em analogia com a func¸a˜o
de Gibbs de um fluido puro, que depende dos campos
termodinaˆmicos p e T . Agora e´ fa´cil obter as diversas
propriedades termodinaˆmicas. A entropia por part´ıcula
e´ dada por
s = −
(
∂g
∂T
)
H
= kB ln
[
2 cosh
(
µoH
kBT
)]
− kB
(
µoH
kBT
)
tanh
(
µoH
kBT
)
, (66)
atrave´s da qual podemos calcular o calor espec´ıfico a
campo fixo. A magnetizac¸a˜o por part´ıcula e´ dada por
m =
1
N
〈
µo
N∑
j=1
σj
〉
= −
(
∂g
∂H
)
T
= µo tanh
(
µoH
kBT
)
,
(67)
de onde obtemos a suscetibilidade magne´tica,
χ (T,H) =
(
∂m
∂H
)
T
=
µ2o
kBT
cosh−2
(
µoH
kBT
)
. (68)
A lei de Curie funciona para os campos fracos, que
eram experimentalmente produzidos no in´ıcio do se´culo
XX. Nesse caso temos a suscetibilidade a campo nulo,
χ (T,H = 0) =
µ2o
kBT
, (69)
e a forma limite da magnetizac¸a˜o,
m→ µ
2
oH
kBT
=
CH
T
, (70)
indicando que medidas da constante C da˜o informac¸o˜es
sobre os valores dos momentos magne´ticos.
A. Ferromagneto uniaxial simples. Equac¸a˜o de
Curie-Weiss
Um ferromagneto uniaxial simples e´ muito mais
sime´trico do que um fluido, tornando-se enta˜o um sis-
tema de ana´lise bem mais fa´cil. O diagrama de fases no
plano do campo externo aplicado contra a temperatura
(que e´ o ana´logo do diagrama p − T dos fluidos) esta´
esquematizado na figura 9.
Ao longo da curva de coexisteˆncia (H = 0, T <
Tc), as fases ordenadas ferro-1 (“spins para cima”) e
ferro-2 (“spins para baixo”) teˆm a mesma energia livre
Figura 9: Esboc¸o do diagrama de fases (campo externo
H contra a temperatura T ) de um ferromagneto
uniaxial simples.
magne´tica por a´tomo, g (T,H = 0), e magnetizac¸o˜es (es-
pontaˆneas) iguais em mo´dulo mas com sinais contra´rios.
Podemos enta˜o desenhar o gra´fico da figura 10, em que
ψ e´ a magnetizac¸a˜o espontaˆnea e Tc e´ a temperatura de
Curie. A magnetizac¸a˜o espontaˆnea, que se anula acima
de Tc, desempenha aqui um papel semelhante a` diferenc¸a
vG−vL (ou ρL−ρG) no caso dos fluidos simples, embora
seja muito mais sime´trica. Grandezas deste tipo sa˜o de-
nominadas “paraˆmetros de ordem”. O comportamento
do paraˆmetro de ordem ψ fornece um dos exemplos mais
simples e paradigma´ticos de “quebra espontaˆnea de sime-
tria”. Em campo nulo, H = 0, acima de Tc, ha´ apenas
uma fase, sime´trica, com ψ = 0. Abaixo da temperatura
cr´ıtica, mesmo na auseˆncia de um direc¸a˜o definida pelo
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Figura 10: Esboc¸o da magnetizac¸a˜o espontaˆnea (em
mo´dulo) contra a temperatura, ao longo da curva de
coexisteˆcia (H = 0), abaixo de Tc.
Figura 11: Isotermas da magnetizac¸a˜o contra o campo
aplicado.
campo, essa simetria e´ quebrada, pois ψ 6= 0.
Landau introduziu a noc¸a˜o de paraˆmetro de ordem e
deu va´rios exemplos: a magnetizac¸a˜o espontaˆnea de um
ferromagneto; a diferenc¸a vG − vL ao longo da curva de
coexisteˆncia de um fluido; a diferenc¸a entre as densida-
des do cobre e do zinco num s´ıtio da rede cristalina da
liga bina´ria de cobre e zinco; a polarizac¸a˜o espontaˆnea de
um material ferroele´trico; a magnetizac¸a˜o espontaˆnea de
subrede ou magnetizac¸a˜o alternada de um sistema anti-
ferromagne´tico; etc, etc.
Vamos explorar um pouco mais as propriedades de um
ferromagneto uniaxial. O diagrama m −H, onde m e´ a
magnetizac¸a˜o (corrigida eventualmente para eliminar os
efeitos de desmagnetizac¸a˜o, associados a` forma do cris-
tal), e´ dado pelo esquema esboc¸ado na figura 11. A si-
tuac¸a˜o agora e´ bem mais sime´trica do que no caso dos
fluidos. Vamos enta˜o tirar partido desta simetria - e da
linguagem mais intuitiva do ferromagnetismo - para de-
finir os expoentes cr´ıticos mais conhecidos:
(i) o paraˆmetro de ordem da transic¸a˜o comporta-se
como
ψ = m (T,H → 0+) ∼ B (−t)β , (71)
com T < Tc, e t = (T − Tc) /Tc. O prefator B na˜o e´
universal, mas o valor experimental do expoente β esta´
sempre pro´ximo de 1/3, como no caso dos fluidos. Na
realidade, tambe´m poder´ıamos ter definido ψ atrave´s
de m (T,H → 0−) ou da diferenc¸a m (T,H → 0+) −
m (T,H → 0−). Vamos sempre usar o sinal ∼ para in-
dicar um comportamento assinto´tico nas vizinhanc¸as do
ponto cr´ıtico, ao longo de um determinado percurso no
diagrama de fases;
(ii) a susceptibilidade magne´tica,
χ (T,H) =
(
∂m
∂H
)
T
, (72)
que corresponde a` resposta do paraˆmetro de ordem
em relac¸a˜o ao campo termodinamicamente conjugado,
comporta-se como
χ (T,H = 0) ∼
{
C+t
−γ ; (T > Tc) ,
C− (−t)−γ ; (T < Tc) , (73)
dando origem a um expoente cr´ıtico γ entre os valores
1, 2 e 1, 4, como no caso dos fluidos;
(iii) o calor espec´ıfico a campo nulo (ou seja, ao longo
de um “locus” paralelo a` curva de coexisteˆncia no dia-
grama dos campos termodinaˆmicos) comporta-se como
cH=0 ∼
{
A+t
−α; (T > Tc) ,
A− (−t)−α ; (T < Tc) , (74)
com um expoente cr´ıtico α positivo, mas pro´ximo de zero
(compat´ıvel, portanto, com uma divergeˆncia muito fraca,
de cara´ter logar´ıtmico);
(iv) a partir da isoterma cr´ıtica,
m (T = Tc, H) ∼ H1/δ, (75)
define-se o expoente δ ≈ 3.
B. A teoria fenomenolo´gica de Curie-Weiss
Para explicar a ocorreˆncia da magnetizac¸a˜o es-
pontaˆnea, vamos lanc¸ar ma˜o do conceito de campo
efetivo, tambe´m conhecido como campo molecular ou
campo me´dio, introduzido por Pierre Weiss. No estilo
do tratamento fenomenolo´gico de van der Waals, vamos
substituir o campo externo aplicado H por um campo
efetivo Hef ,
H =⇒ Hef = H + λm, (76)
em que m e´ a magnetizac¸a˜o por spin e λ e´ um paraˆmetro
que exprime a influeˆncia (em me´dia) do campo produzido
pelos spins da vizinhanc¸a sobre um determinado s´ıtio da
rede. Utilizando o resultado para o modelo de spin-1/2
de Brillouin, temos a relac¸a˜o
m = µ0 tanh (βµ0H + βλm) , (77)
que e´ conhecida como equac¸a˜o de Curie-Weiss. Para
H = 0 e´ fa´cil pesquisar as soluc¸o˜es gra´ficas desta equac¸a˜o.
Considerando a figura 12, e´ fa´cil perceber que m = 0 e´
eBFIS, Ano IV ISSN: 2318-8901 eBFIS 4 301-14(2015)
Silvio R. A. Salinas
Figura 12: Representac¸a˜o gra´fica das soluc¸o˜es da
equac¸a˜o de Curie-Weiss. Para T > Tc, ha´ uma u´nica
soluc¸a˜o, m = 0. Abaixo da temperatura cr´ıtica, ha´ treˆs
soluc¸o˜es.
uma soluc¸a˜o sempre. No entanto, para βλ > 1, ou seja,
para
T < Tc =
λ
kB
, (78)
ha´ duas soluc¸o˜es adicionais, ±m 6= 0, iguais em mo´dulo
e sime´tricas.
Perto da criticalidade (T ≈ Tc, H ≈ 0), o valor de m
e´ pequeno, justificando uma expansa˜o da equac¸a˜o (77).
Para simplificar a notac¸a˜o, a partir desse ponto vamos
escrever m e H em unidades de µ0 (ou seja, tomar µ0 =
1). Enta˜o temos
β (H + λm) = tanh−1m = m+
1
3
m3 +
1
5
m5 + · · ·. (79)
Estamos agora em condic¸o˜es de deduzir explicitamente
as formas assinto´ticas nas vizinhanc¸as do ponto cr´ıtico:
(i) para calcular a magnetizac¸a˜o espontaˆnea (isto e´,
com H = 0) vamos escrever
βλm = m+
1
3
m3 + · · ·. (80)
Portanto, m2 ≈ −3t, de onde vem que
m (T,H = 0) ∼ ±
√
3 (−t)1/2 . (81)
Temos assim o expoente β = 1/2, de acordo com o resul-
tado ana´logo da teoria de van der Waals, mas em franco
desacordo com os dados experimentais;
(ii) para calcular a susceptibilidade magne´tica, que cor-
responde a` compressibilidade dos sistemas fluidos, vamos
tomar a derivada em relac¸a˜o m dos dois lados da equac¸a˜o
(79),
β
(
∂H
∂m
+ λ
)
= 1 +m2 +m4 + · · ·. (82)
Para H = 0 e T > Tc, temos
β
(
1
χo
+ λ
)
= 1. (83)
Portanto,
χo = χ (T,H = 0) ∼ 1
kBTc
t−1. (84)
Para H = 0 e T < Tc, temos
β
(
1
χo
+ λ
)
= 1− 3t+O (t2) . (85)
Portanto,
χo ∼ 1
2kBTc
(−t)−1 . (86)
Enta˜o, γ = 1, e C+/C− = 2, de acordo com a teoria
de van der Waals (mas em desacordo com a maioria dos
resultados experimentais);
(iii) para obter a isoterma cr´ıtica, com T = Tc, ou seja,
βλ = 1, podemos escrever
βcH +m = m+
1
3
m3 + · · ·. (87)
Portanto, temos a forma assinto´tica
H ∼ kBTc
3
m3, (88)
de onde obtemos δ = 3, que tambe´m esta´ de acordo com
van der Waals.
Na˜o seria dif´ıcil mostrar que o calor espec´ıfico a campo
nulo e´ finito, mas exibe uma descontinuidade em Tc. Por-
tanto, o calor espec´ıfico a campo nulo pode ser caracte-
rizado por um expoente α = 0.
Como no caso da teoria de van der Waals, podemos
escrever uma expansa˜o para a energia livre em termos do
paraˆmetro de ordem. Devido a` simetria do sistema ferro-
magne´tico, a expansa˜o magne´tica correspondente e´ muito
mais simples. Enta˜o vamos fazer algumas manobras ter-
modinaˆmicas com o ferromagneto (uniaxial) simples. A
partir da magnetizac¸a˜o, podemos construir uma energia
livre de Helmholtz magne´tica,
f (T,m) = g (T,H) +mH, (89)
em que
H =
(
∂f
∂m
)
T
. (90)
Escrevendo a equac¸a˜o de Curie-Weiss (77) na forma
H =
1
β
tanh−1m− λm, (91)
temos
f (T,m) =
1
β
∫ (
tanh−1m
)
dm− λ
2
m2 + fo (T ) , (92)
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em que fo (T ) deve ser uma func¸a˜o bem comportada da
temperatura. Fazendo uma expansa˜o de tanh−1m e in-
tegrando termo a termo, obtemos *
f (T,m) = fo (T )+
1
2β
(1− βλ)m2+ 1
β
(
1
12
m4 +
1
30
m6 + · · ·
)
.
(93)
Ao contra´rio do que ocorre no caso dos fluidos, nesta
expansa˜o apenas comparecem as poteˆncias pares do
paraˆmetro de ordem, simplificando significativamente o
problema (embora ocorram aqui os mesmos problemas
de quebra de convexidade apontados anteriormente na
equac¸a˜o de van der Waals). Como a energia livre de
Gibbs por part´ıcula e´ dada por
g (T,H) = min
m
{g (T,H;m)} = min
m
{f (T,m)−mH} ,
(94)
obtemos a expansa˜o (de Landau) para o ferromagne-
tismo,
g (T,H;m) = fo (T )−Hm+ 1
2β
(1− βλ)m2 + 1
12β
m4 +
1
30β
m6 + · · ·, (95)
que deve ser minimizada em realc¸a˜o am. Na criticalidade
devem ser nulos os coeficientes do termo linear (H = 0)
e do termo quadra´tico (βλ = 1), permanecendo positivo
o coeficiente do termo qua´rtico. Com H = 0 e T > Tc,
o mı´nimo de g (T,H;m) se verifica para m = 0. Com
H = 0 e T < Tc, a soluc¸a˜o m = 0 e´ um ma´ximo; neste
caso ha´ dois mı´nimos sime´tricos para ±m 6= 0.
VII. TEORIA DE LANDAU PARA AS
TRANSIC¸O˜ES DE FASE
A teoria de Landau para as transic¸o˜es de fases
cont´ınuas, de segunda ordem, e´ absolutamente geral e
fenomenolo´gica, prescindindo de qualquer modelo es-
tat´ıstico. Landau introduziu o conceito de paraˆmetro de
ordem, que depende do sistema f´ısico sob considerac¸a˜o,
e propoˆs que a energia livre do sistema fosse expandida
em termos dos invariantes desse paraˆmetro de ordem,
com coeficientes dependentes do campos termodinaˆmicos
em jogo. Exige-se apenas que a energia livre tenha uma
expansa˜o, seja uma func¸a˜o anal´ıtica nas vizinhanc¸as da
transic¸a˜o.
Muitas vezes e´ poss´ıvel definir o paraˆmetro de ordem
associado a uma determinada transic¸a˜o de diferentes ma-
neiras. Nem sempre o paraˆmetro de ordem e´ um escalar
(para sistema mais complexos, pode ser um vetor ou ate´
mesmo um tensor). Em geral temos ψ = 0 na fase mais
sime´trica (desordenada ou que ocorre a altas tempera-
turas) e ψ 6= 0 na fase menos sime´trica (ou ordenada).
Ja´ mencionamos va´rios exemplos: (i) a transic¸a˜o l´ıquido-
ga´s, em que ψ pode ser tomado como vG−vL ou ρL−ρG
(v e´ um volume espec´ıfico e ρ e´ uma densidade); (ii)
a transic¸a˜o para-ferromagne´tica, em que o paraˆmetro de
ordem ψ pode ser o vetor magnetizac¸a˜o (que se torna um
escalar para um magneto uniaxial); (iii) a transic¸a˜o para-
antiferromagne´tica, em que ψ pode ser associado a` mag-
netizac¸a˜o de subrede; (iv) a transic¸a˜o ordem-desordem
nas ligas bina´rias do tipo Cu− Zn, em que o paraˆmetro
de ordem pode ser escolhido como a diferenc¸a entre as
densidades de Cu e de Zn nos s´ıtios de uma das subre-
des; (v) a transic¸a˜o estrutural em substaˆncias como o
titanato de ba´rio, BaTiO3, em que ψ esta´ associado ao
deslocamento de uma subrede de ı´ons em relac¸a˜o a outra
subrede; (vi) a transic¸a˜o superfluida no he´lio l´ıquido, em
que ψ esta´ associado a uma func¸a˜o de onda complexa.
Em todos esses casos a energia livre deve ser expandida
em termos dos invariantes do paraˆmetro de ordem, refle-
tindo a simetria sujacente do sistema f´ısico.
No caso particular de um ferromagneto uniaxial, a ex-
pansa˜o de Landau e´ bem simples. A ideia consiste em
supor que, devido a` simetria do sistema magne´tico, a
energia livre f (T,m), como func¸a˜o da temperatura e
da magnetizac¸a˜o, possa ser escrita como uma se´rie de
poteˆncias pares da magnetizac¸a˜o,
f (T,m) = fo (T ) +A (T )m
2 +B (T )m4 + · · ·, (96)
em que os coeficientes A (T ) e B (T ), provenientes das
experiencias, na˜o precisam necessariamante se relacionar
com nenhum tipo de modelo. Portanto, levando em conta
que g = f −Hm, temos tambe´m a expansa˜o
g (T,H;m) = fo (T )−Hm+A (T )m2 +B (T )m4 + · · ·.
(97)
No ponto cr´ıtico, devemos ter H = 0 e A (T ) = 0. Nas
vizinhanc¸as da criticalidade, temos enta˜o
A (T ) = a (T − Tc) , (98)
com a > 0, B (T ) = b > 0 e fo (T ) ≈ fo (Tc). Portanto,
de forma abreviada podemos escrever
g (T,H;m) = fo (Tc)−Hm+a (T − Tc)m2 +bm4. (99)
Para que ocorra uma transic¸a˜o cont´ınua (de segunda
ordem) e´ necessa´rio que a e b sejam constantes positi-
vas nas vizinhanc¸as do ponto cr´ıtico. Em campo nulo,
H = 0, supondo que as constantes a e b sejam positi-
vas, temos os gra´ficos esboc¸ados na figura 13, em que
gs = g − fo representa a “parte singular” do potencial
termodinaˆmico. Esse e´ um dos gra´ficos mais nota´veis da
f´ısica teo´rica contemporaˆnea, indicando com toda a ge-
neralidade a ocorreˆncia de uma “quebra espontaˆnea de
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Figura 13: Gra´ficos da parte singular da energia livre de
Landau em func¸a˜o do paraˆmetro de ordem, acima e
abaixo da temperatura cr´ıtica. Acima da temperaturta
cr´ıtica, ha´ um u´nico mı´nimo, em m = 0, que se
transforma num ma´ximo, com o aparecimento de dois
mı´nimos sime´tricos, abaixo da tempertatura cr´ıtica.
simetria”. Acima da temperaturta cr´ıtica, ha´ um u´nico
mı´nimo, em m = 0, que se transforma num ma´ximo,
com o aparecimento de dois mı´nimos sime´tricos, abaixo
da tempertatura cr´ıtica. O coeficiente b > 0 garante a
estabilidade desse cena´rio.
Na˜o e´ dif´ıcil utilizar a expansa˜o de Landau para ob-
ter diversas grandezas termodinaˆmicas a fim de mostrar
que β = 1/2, γ = 1, C+/C− = 2, e δ = 3, indepen-
dentemente das caracter´ısticas do sistema particular que
esteja sendo considerado. Tambe´m e´ fa´cil verificar que o
calor espec´ıfico a campo nulo apresenta a descontinuidade
∆c = a2Tc/2b na temperatura cr´ıtica (justicando assim
o expoente cr´ıtico α = 0). Em campo nulo, acima de Tc,
o mı´nimo de gs e´ quadra´tico em func¸a˜o de m (no ponto
cr´ıtico, o mı´nimo se transforma numa func¸a˜o qua´rtica).
A expansa˜o de Landau tem sido muito u´til para dar
conta de situac¸o˜es bem mais complexas. No caso do
fluido simples ter´ıamos que levar em conta todas as
poteˆncias do paraˆmetro de ordem ψ, pois na˜o ha´ uma si-
metria ±ψ, como no ferromagneto. No entanto, atrave´s
de uma translac¸a˜o simples, em geral podemos eliminar
os termos linear e cu´bico em ψ, obtendo uma expansa˜o
semelhante ao caso magne´tico. Em algumas situac¸o˜es,
no entanto, isso na˜o funciona. Quando na˜o for poss´ıvel
eliminar o termo cu´bico, ocorre uma transic¸a˜o de pri-
meira ordem (com paraˆmetro de ordem descont´ınuo).
Quando houver mais varia´veis em jogo, o coeficiente do
termo qua´rtico tambe´m pode ser anulado, e no´s temos
que ir adiante na expansa˜o e investigar a ocorreˆncia de
fenoˆmenos multicr´ıticos.
VIII. MODELO ESTATI´STICO DE
CURIE-WEISS
Para construir uma teoria microsco´pica da transic¸a˜o
ferromagne´tica, em analogia com o ga´s de rede com in-
terac¸o˜es, e´ interessante considerar um modelo muito sim-
ples, mas na˜o trivial, incorporando interac¸o˜es de curto
alcance na rede. Esse e´ o modelo de Ising, definido pelo
hamiltoniano de spin
HI = −J
∑
(ij)
σiσj −H
N∑
i=1
σi, (100)
em que σi e´ uma varia´vel aleato´ria bina´ria, que pode as-
sumir os valores ±1 nos s´ıtios i = 1, 2, ..., N de uma rede
cristalina em d dimenso˜es. O primeiro termo, em que
a soma deve ser realizada sobre os pares de s´ıtios vizi-
nhos mais pro´ximos da rede, representa as energias de in-
terac¸a˜o, de curto alcance, que devem ser capazes de pro-
duzir um estado ferromagneticamente ordenado (quando
J > 0). Como vimos anteriormente, o segundo termo,
envolvendo as interac¸o˜es entre um campo externo apli-
cado H e o sistema de spins, tem um cara´ter puramente
paramagne´tico. O modelo de Ising percorreu uma longa
histo´ria depois de ter sido resolvido exatamente em uma
dimensa˜o por Ernst Ising em 1924 [ver, por exemplo, o
artigo de S. G. Brush, em Rev. Mod. Phys. 39, 883
(1967)].
Ao inve´s de enfrentar o problema dur´ısssimo de ob-
ter a func¸a˜o canoˆnica de partic¸a˜o associada ao modelo
de Ising, vamos partir para a construc¸a˜o do modelo de
Curie-Weiss, que e´ o correspodente magne´tico do ga´s de
rede de van der Waals. Atrave´s desse modelo, que tem
enorme utilidade em f´ısica estat´ıstica, vamos justificar
microscopicamente a teoria de Curie-Weiss. Tambe´m po-
demos utilizar esse modelo para obter de forma expl´ıtica,
em termos da temperatura e dos paraˆmetros em jogo, to-
dos os coeficentes de uma expansa˜o de Landau.
Na mesma linha de racioc´ınio adotada anteriormente
para o ga´s de rede de van der Waals, vamos deformar o
termo de interac¸a˜o do modelo de Ising, introduzindo o
hamiltoniano do “modelo de Curie-Weiss”,
HCW = − J
2N
N∑
i=1
N∑
j=1
σiσj −H
N∑
i=1
σi, (101)
em que cada ı´on magne´tico interage com todos os seus vi-
zinhos. Essas interac¸o˜es sa˜o de longo alcance, envolvendo
todos os pares, mas muito fracas, da ordem de 1/N , a fim
de garantir a existeˆncia do limite termodinaˆmico.
A func¸a˜o canoˆnica de partic¸a˜o desse modelo de Curie-
Weiss e´ dada por
ZCW =
∑
{σi}
exp
 βJ
2N
(
N∑
i=1
σi
)2
+ βH
N∑
i=1
σi
 . (102)
Torna-se enta˜o conveniente usar a identidade gaussiana,
+∞∫
−∞
exp
(−x2 + 2ax) dx = √pi exp (a2) , (103)
para calcular a soma sobre as varia´veis de spin,
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ZCW =
∑
{σi}
1√
pi
+∞∫
−∞
dx exp
[
−x2 + 2
(
βJ
2N
)1/2
x
N∑
i=1
σi + βH
N∑
i=1
σi
]
=
1√
pi
+∞∫
−∞
dx exp
(−x2){2 cosh[2( βJ
2N
)1/2
x+ βH
]}N
.
Introduzindo a mudanc¸a de varia´veis
2
(
βJ
2N
)1/2
x = βJy, (104)
temos
ZCW =
(
N
2piβJ
)1/2 +∞∫
−∞
dy exp [−Nβg (T,H; y)] , (105)
com
g (T,H; y) =
1
2
Jy2 − 1
β
ln [2 cosh (βJy + βH)] . (106)
Para obter a energia livre no limite termodinaˆmico,
e´ suficiente calcular a forma assinto´tica da integral na
equac¸a˜o (105), para N → ∞, atrave´s de uma aplicac¸a˜o
direta do me´todo de integrac¸a˜o assinto´tica de Laplace.
Assim, temos
g (T,H) = lim
N→∞
{
− 1
βN
lnZCW
}
= min
y
{g (T,H; y)} .
(107)
Enta˜o,
∂g (T,H; y)
∂y
= Jy − J tanh (βJy + βH) = 0, (108)
de onde vem a equac¸a˜o de estado (de Curie-Weiss),
y = tanh (βJy + βH) , (109)
que talvez seja a equac¸a˜o mais famosa do ferromagne-
tismo. Na˜o e´ dif´ıcil verificar que a varia´vel y pode ser in-
terpretada como a magnetizac¸a˜o, e que este modelo con-
duz aos mesmos resultados das aproximac¸o˜es cla´ssicas
de campo me´dio para o modelo de Ising numa rede de
Bravais. No esp´ırito da fenomenologia de Landau, a ex-
pansa˜o do “funcional” g (T,H = 0; y) em poteˆncias de y
permite uma ana´lise (rigorosa) da transic¸a˜o no modelo
de Curie-Weiss,
g (T,H = 0; y) = − 1
β
ln 2+
1
2
J (1− βJ) y2+ 1
12
J (βJ)3 y4+...,
(110)
de onde e´ poss´ıvel obter as formas expl´ıcitas dos coefici-
entes A e B da expansa˜o fenomenolo´gica de Landau.
Modelos desse tipo, totalmente conectados, sa˜o de
muita utilidade em mecaˆnica estat´ıstica, particularmente
no estudo de sistemas desordenados. Por exemplo, o mo-
delo de Sherrington-Kirkpatrick (SK) para os vidros de
spin e´ definido com interac¸o˜es entre todos os pares, mas
e´ totalmente na˜o trivial. Atualmente ja´ se conhece a
soluc¸a˜o do modelo SK, que envolve uma regia˜o ordenada
complicada, com um paraˆmetro de ordem funcional, mas
ainda se discute a relevaˆncia desse resultado para vidros
de spin reais, com interac¸o˜es de curto alcance.
IX. MODELO DE ISING DO
FERROMAGNETISMO
As experieˆncias nas vizinhanc¸as da criticalidade in-
dicam que os expoentes cr´ıticos assumem valores uni-
versais, razoavelmente bem definidos, mas que certa-
mente na˜o coincidem com as previso˜es das teorias feno-
menolo´gicas cla´ssicas, tipo van der Waals ou Curie-Weiss,
englobadas pela expansa˜o de Landau.
A partir de meados do se´culo XX, foi aos poucos sendo
reconhecido que os expoentes cr´ıticos sa˜o determinados
por pouqu´ıssimos fatores: (i) a dimensionalidade dos sis-
temas f´ısicos (em uma dimensa˜o nem existe transic¸a˜o);
(ii) a dimensionalidade do paraˆmetro de ordem (que e´ um
escalar para fluidos simples e ferromagnetos uniaxias);
(iii) o alcance das interac¸o˜es microsco´picas (modelos com-
pletamente conectados produzem expoentes cla´ssicos, do
tipo Landau).
O cara´ter universal dos expoentes cr´ıticos, que sa˜o afe-
tados por poucos fatores essenciais, torna muito relevante
importante o estudo de modelos matema´ticos simples,
gene´ricos, que sejam capazes de captar esses aspectos es-
senciais. Isso justifica a enorme relevaˆncia do modelo de
Ising, cujas varia´veis bina´rias sa˜o compat´ıveis com um ex-
tenso conjunto de aplicac¸o˜es. Essas varia´veis de spin po-
dem ser pensadas de diversas maneiras: (i) como compo-
nentes do spin dos a´tomos (na direc¸a˜o do campo externo),
que podem “apontar para cima ou para baixo”; (ii) como
uma indicac¸a˜o de que o s´ıtio i pode estar ocupado por
um a´tomo do tipo A, ou por um a´tomo do tipo B, como
numa liga bina´ria do tipo AB (vizinhos iguais contribui-
riam com uma energia −J ; vizinhos distintos, com uma
energia +J); (iii) como um nu´mero de ocupac¸a˜o, que as-
sinala a presenc¸a ou a auseˆncia de uma mole´cula numa
determinada ce´lula de um “ga´s de rede”. Esta multiplici-
dade de interpretac¸o˜es de certa forma ja´ indica o cara´ter
universal do modelo. O modelo de Ising tambe´m pode
ser considerado como uma espe´cie de corruptela do mo-
delo de Heisenberg para um sistema magne´tico isolante
altamente anisotro´pico de spin-1/2 (nesse caso a energia
J e´ intepretada como um termo quaˆntico, devido a` an-
tissimetria das func¸o˜es de onda elertoˆnica, e de natureza
coulombiana).
Resolver o modelo de Ising significa escrever a func¸a˜o
canoˆnica de partic¸a˜o,
ZN = Z (T,H,N) =
∑
{σi}
exp (−βHI) , (111)
em que a soma deve ser realizada sobre todas as confi-
gurac¸o˜es das varia´veis de spin e o hamiltonianoHI e´ dado
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pela equac¸a˜o (100), e obter a energia livre magne´tica por
s´ıtio,
g = g (T,H) = lim
N→∞
[
− 1
βN
lnZN
]
. (112)
Numa cadeia de spins (rede unidimensional), e´ poss´ıvel
calcular g sem muita dificuldade. Mas a soluc¸a˜o uni-
dimensional, obtida na tese famosa de Ernst Ising de
1924, e´ decepcionante, pois a energia livre e´ perfeita-
mente anal´ıtica (exceto no ponto trivial T = H = 0),
na˜o produzindo nenhuma magnetizac¸a˜o espontaˆnea (e
nenhum tipo de transic¸a˜o).
Va´rias te´cnicas aproximadas foram desenvolvidas para
resolver o modelo de Ising em duas ou treˆs dimenso˜es.
Muitas vezes sa˜o te´cnicas u´teis, que fornecem bons re-
sultados para os aspectos qualitativos dos diagramas de
fases, e que constituem ferramentas importantes para
o estudo anal´ıtico de sistemas mais complexos. Todas
as aproximac¸o˜es fechadas, do tipo campo me´dio, sem-
pre conduzem a uma energia livre que pode ser colocada
na forma da expansa˜o de Landau e que, portanto, re-
produz os resultados cla´ssicos para os expoentes cr´ıticos,
em contradic¸a˜o com os resultados experimentais. Nesse
n´ıvel de tratamento e´ certamente interessante considerar
hamiltonianos totalmente conectados, no estilo dos mo-
delos estat´ısticos de van der Waals ou de Curie-Weiss.
Mas e´ importante deixar claro que as transic¸o˜es de fa-
ses esta˜o associadas a algum tipo de na˜o analiticidade
da energia livre no limite termodinaˆmico, tornando dis-
cut´ıveis quaisquer truncamentos ou expanso˜es no estilo
de Landau.
Em 1944, num verdadeiro “tour de force” matema´tico,
Lars Onsager produziu uma soluc¸a˜o anal´ıtica para o mo-
delo de Ising numa rede quadrada, com interac¸o˜es de
primeiros vizinhos, na auseˆncia de campo externo. Para
T → Tc, o calor espec´ıfico diverge de acordo com uma
forma assinto´tica logar´ıtmica,
cH=0 ∼ ln |T − Tc| , (113)
com uma temperatura cr´ıtica bem definida, kBTc/J =
2/ ln
(
1 +
√
2
)
. Portanto, a foma assinto´tica da energia
livre e´ dada por
f ∼ (T − Tc)2 ln |T − Tc| , (114)
que definitivamente na˜o e´ uma func¸a˜o anal´ıtica e, por-
tanto, na˜o pode ser colocada na forma de uma expansa˜o
de Landau. A soluc¸a˜o de Onsager, que foi reproduzida
e confirmada por diferentes te´cnicas e nas mais diver-
sas geometrias planares, representa um marco no desen-
volvimento das modernas teorias cr´ıticas. Pela primeira
vez foi poss´ıvel mostrar que um modelo estat´ıstico mi-
crosco´pico, no limite termodinaˆmico, consegue produzir
um comportamento na˜o anal´ıtico dentro do contexto da
mecaˆnica estat´ıstica em equil´ıbrio. As origens dessa na˜o
analiticidade foram depois explicadas, em termos bem
mais gerais, pela teoria de Yang e Lee sobre transic¸o˜es
de fases, mostrando a correspondeˆncia entre o ga´s de rede
e o modelo de Ising, e demonstrando um famoso “teorema
do c´ırculo” sobre os zeros da func¸a˜o da partic¸a˜o no limite
termodinaˆmico. No in´ıcio da de´cada de cinquenta, C. N.
Yang verificou um resultado de Onsager para a magne-
tizac¸a˜o espontaˆnea da rede quadrada, obtendo o expo-
ente β = 1/8. Atualmente, embora na˜o haja soluc¸o˜es
exatas na presenc¸a de campo, pode-se afirmar com se-
guranc¸a que γ = 7/4. Todas as redes planares, com in-
terac¸o˜es de curto alcance, apresentam o mesmo conjunto
de expoentes cr´ıticos (α = 0, β = 1/8, γ = 7/4), distan-
tes dos valores das experieˆncias para sistemas tridimen-
sionais, mas distantes tambe´m dos resultados cla´ssicos.
A soluc¸a˜o do modelo de Ising em treˆs dimenso˜es per-
manece um problema aberto, embora seja poss´ıvel pro-
var a existeˆncia de magnetizac¸a˜o espontaˆnea para tem-
peraturas suficientemente baixas (atrave´s de um argu-
mento proposto por Peierls, va´lido em duas ou mais di-
menso˜es). No entanto, desde a de´cada de sessenta, ha´ ex-
celentes expanso˜es em se´ries de altas temperaturas de di-
versas grandezas termodinaˆmicas, fornecendo com segu-
ranc¸a um conjunto de expoentes cr´ıticos dentro da faixa
experimental para os sistemas f´ısicos em treˆs dimenso˜es
(β ≈ 5/16, γ ≈ 5/4, α ≈ 1/8). As te´cnicas mais sofis-
ticadas de grupo de renormalizac¸a˜o - ale´m de inu´meras
simulac¸o˜es - tambe´m corroboram esses resultados. Na
tabela abaixo reunimos os valores dos expoentes cr´ıticos
de maior significado termodinaˆmico. Notem a “relac¸a˜o
de escala”, α + 2β + γ = 2, obedecida por todos esses
conjuntos de valores!
Landau Ising (d = 2) Ising (d = 3) Experieˆncias
β 1/2 1/8 ≈ 5/16 0, 3− 0, 35
γ 1 7/4 ≈ 5/4 1, 2− 1, 4
α 0 0 (log) ≈ 1/8 & 0
A. Modelo de Ising em uma dimensa˜o
A soluc¸a˜o exata do modelo de Ising em uma dimensa˜o,
dado pelo hamiltoniano de spin
H1d = −J
N∑
i=1
σiσi+1 −H
N∑
i=1
σi, (115)
pode ser obtida atrave´s de va´rias te´cnicas razoavelmente
simples. Devido a´ sua utilidade em duas ou mais di-
menso˜es, sugerimos o estudo da te´cnica da matriz de
transfereˆncia, que esta´ descrita em quase todos os tex-
tos modernos de mecaˆnica estat´ıstica, e que deve ser
parte importante da formac¸a˜o de um f´ısico teo´rico. Va-
mos apenas registrar alguns resultados. No limite termo-
dinaˆmico, a energia livre e´ dada por uma func¸a˜o anal´ıtica,
de onde veˆm todas as propriedades termodinaˆmicas do
sistema. Em particular, temos a magnetizac¸a˜o,
m (T,H) =
senh (βH)[
senh2 (βH) + exp (−4βJ)]1/2 , (116)
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que se anula para H = 0, mostrando que o modelo em
uma dimensa˜o na˜o explica o ferromagnetismo. A campo
nulo, o calor espec´ıfico e´ dado por
cH=0 =
J2
kBT 2
[
sech
(
J
kBT
)]2
, (117)
que e´ uma func¸a˜o bem comportada, exibindo apenas um
ma´ximo achatado em termos da temperatura.
Ha´ um argumento atribu´ıdo a Landau para mostrar
que na˜o existe um estado ordenado (e, portanto, na˜o ha´
transic¸a˜o de fases) num sistema unidimensional com in-
terac¸o˜es de curto alcance. Vamos considerar a cadeia de
Ising no estado fundamental, na auseˆncia de campo, com
todos os spins positivos. Para criar dois domı´nios dife-
rentes, bastaria inverter o sinal de todos os spins a partir
de um determinado ponto. Isto custaria uma energia
muito pequena, ∆U = 2J > 0. No entanto, haveria um
aumento de entropia muito grande, ∆S = kB lnN , pois
a parede entre os domı´nios teria a possibilidade de ser
colocada em N posic¸o˜es distintas (no caso de uma cadeia
com N + 1 s´ıtios). A temperatura finita, a energia livre
do modelo sofreria uma variac¸a˜o
∆G = 2J − kBT lnN, (118)
que poderia se tornar negativa para valores suficiente-
mente grandes de N (com T 6= 0). Como a energia
livre diminui com o aumento de N , ha´ uma tendeˆncia
de criac¸a˜o de domı´nios, que impediria a estabilidade de
qualquer fase ordenada.
Ainda utilizando a te´cnica da matriz de transfereˆncia,
podemos calcular correlac¸o˜es spin-spin, ou seja, os valores
esperados
〈σkσl〉 = 1
Z
∑
{σi}
σkσl exp (−βH) . (119)
A campo nulo, com um pouco de trabalho alge´brico, e´
poss´ıvel mostrar que
〈σkσl〉H=0 = (tanhK)r , (120)
em que K = βJ e r = |l − k| e´ a distaˆncia entre os s´ıtios
k e l. Esta expressa˜o tambe´m pode ser colocada na forma
〈σkσl〉H=0 = exp {r ln (tanhK)} = exp
(
−r
ξ
)
, (121)
indicando que as correlac¸o˜es spin-spin decaem exponen-
cialmente com a distaˆncia, e definindo o “comprimento
caracter´ıstico de correlac¸a˜o”
ξ =
1
|ln (tanhK)| . (122)
Notem o comportamento divergente desse comprimento
de correlac¸a˜o, ξ → ∞ quando K → ∞ (ou seja, no
ponto cr´ıtico trivial T = 0). Para T 6= 0, no entanto,
as correlac¸o˜es de pares decaem exponencialmente com a
distaˆncia, governadas pelo comprimento caracter´ıstico ξ.
B. Modelo de Ising na rede quadrada simples
No caso do modelo de Ising em duas dimenso˜es,
e´ poss´ıvel mostrar que, fora da criticalidade, as cor-
relac¸o˜es de pares decaem exponencialmente, para grandes
distaˆncias, com um comprimento de correlac¸a˜o da forma
ξ ∼ |t|−ν , em que t = (T − TC) /TC , dando origem a` de-
finic¸a˜o de novo expoente cr´ıtico, ν = 1. No ponto cr´ıtico,
as correlac¸o˜es do modelo de Ising decaem para grandes
distaˆncias na froma de uma lei de poteˆncia,
〈σkσl〉 ∼ 1
rd−2+η
, (123)
definido dessa maneira o expoente cr´ıtico η. Para o mo-
delo de Ising na rede quadrada, o pro´prio Onsager mos-
trou que ν = 1 e η = 1/4. A teoria cla´ssica (de Ornstein
e Zernike) para os expoentes associados ao decaimento
das correlac¸o˜es fornece ν = 1/2 e η = 0.
Foge ao esp´ırito dessas notas a discussa˜o da soluc¸a˜o de
Onsager (e de suas mu´ltiplas variantes) para o modelo de
Ising na rede quadrada. O leitor interessado, e com certa
disponibilidade de tempo, aprenderia muito estudando o
artigo de T. D. Schultz, D. C. Mattis e E. H. Lieb, em
Rev. Mod. Phys. 36, 856 (1964), em que o ca´lculo dos
autovalores da matriz de transfereˆncia se reduz ao pro-
blema da diagonalizac¸a˜o do hamiltoniano de um sistema
de fe´rmions livres (a matriz de transfereˆncia e´ escrita em
termos de operadores de Pauli, que se transformam em
fe´rmions atrave´s de uma aplicac¸a˜o da transformac¸a˜o de
Jordan-Wigner). Vamos nos limitar ao registro de alguns
resultados de Onsager para a rede quadrada. Em campo
nulo, no limite termodinaˆmico, a energia livre pode ser
escrita na forma de uma integral dupla,
− βg (T ) = ln 2 + 1
2pi2
pi∫
0
pi∫
0
ln
[
cosh 22K − senh 2K (cos θ1 + cos θ2)
]
dθ1dθ2, (124)
em que K = βJ . Com um pouco de esforc¸o e´ poss´ıvel perceber que essa expressa˜o conduz a uma singularidade
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quando cosh2 2K = 2 senh 2K, ou seja,
senh 2K = 1, (125)
que define a temperatura cr´ıtica do modelo,
K−1c =
kBTc
J
=
2
ln
(
1 +
√
2
) = 2, 269.... (126)
Na vizinhanc¸as da temperatura cr´ıtica, a energia in-
terna e´ dada por
u ∼ − J
tanhKc
[1 +A (K −Kc) ln |K −Kc|] , (127)
onde A e´ uma constante. Tomando a derivada em relac¸a˜o
a` temperatura, obtemos a fo´rmula famosa para a di-
vergeˆncia logar´ıtmica do calor espec´ıfico a campo nulo,
cH=0 ∼ B ln |K −Kc| , (128)
com K → Kc e onde B e´ uma constante.
A`s vezes surgem propostas de ca´lculos anal´ıticos para
o modelo de Ising em treˆs dimenso˜es. Recentemente, um
extenso trabalho de Z. D. Zhang [Conjectures on exact
solution of three-dimensional (3D) simple orthorhombic
Ising lattices, Phil. Mag. 87, 5309 (2007)] causou muita
poleˆmica (ver criticas, re´plicas e tre´plicas nos arxivs).
Finalmente, os circunstantes parecem ter chegado a` con-
clusa˜o de que Zhang usou certas conjeturas que na˜o po-
diam ser provadas. Em trabalho mais recente, um grupo
de Saclay alega ter obtido certos resultados em treˆs di-
menso˜es utilizando uma metodologia de teoria de campos
[ver S. El-Showk e outros, Solving the 3D Ising model
with the conformal bootstrap, Phys. Rev. D 86, 025022,
2012].
X. LEIS DE ESCALA DO COMPORTAMENTO
CRI´TICO
A expansa˜o da energia livre em uma se´rie de poteˆncias
do paraˆmetro de ordem e´ uma hipo´tese demasiadamente
forte na regia˜o cr´ıtica. A soluc¸a˜o exata de Onsager
na rede quadrada indicou que na˜o seria poss´ıvel escre-
ver uma expansa˜o da energia cujos coeficientes seriam
func¸o˜es anal´ıticas da temperatura. Em meados do se´culo
passado foram enta˜o formuladas hipo´teses de escala, de
cara´ter fenomenolo´gico, que se baseiam apenas em certas
formas gerais para os potenciais termodinaˆmicos, sem a
preocupac¸a˜o de obter valores espec´ıficos para os expo-
entes cr´ıticos. Embora na˜o permitam uma abordagem
microsco´pica dos fenoˆmenos cr´ıticos, estas formulac¸o˜es
apontam um caminho para ultrapassar as equac¸o˜es de
van der Waals ou de Curie-Weiss. O embasamento mi-
crosco´pico das hipo´teses de escala, bem como a possibi-
lidade real de calcular os expoentes cr´ıticos, foram pro-
porcionados pelas te´cnicas modernas de grupo de renor-
malizac¸a˜o.
Vamos utilizar a linguagem mais simples do ferromag-
neto uniaxial. Nas vizinhanc¸as do ponto cr´ıtico, vamos
supor que a energia livre por spin g (T,H) seja dada pela
soma de uma parte regular, go (T,H), que e´ bem com-
portada e pouco interessante, e de uma parte singular,
gs (T,H), que conte´m todas as anomalias do problema. E´
mais conveniente escrever a parte singular deste potencial
termodinaˆmico em termos das varia´veis t = (T − Tc) /Tc
e H, que se anulam na criticalidade. Enta˜o temos
g (T,H) = go (T,H) + gs (t,H) . (129)
A hipo´tese de escala ou de homogeneidade, como tambe´m
e´ conhecida, consiste em supor que a parte singular gs
seja uma func¸a˜o homogeˆnea generalizada das varia´veis t
e H, isto e´, que
gs (t,H) = λgs
(
λat, λbH
)
, (130)
em que λ e´ um paraˆmetro arbitra´rio e a e b sa˜o dois ex-
poentes bem definidos. A pro´pria energia livre da teoria
de Landau obedece uma forma homogeˆnea generalizada
desta natureza, mas com valores bem definidos de a e b,
que resultam em expoentes cr´ıticos cla´ssicos.
A arbitrariedade de λ nos permite em particular fazer
a escolha λat = 1, ou seja, λ = t−1/a. Enta˜o podemos
escrever
gs (t,H) = t
−1/ags
(
1,
H
tb/a
)
= t−1/aF
(
H
tb/a
)
. (131)
Supondo agora que a func¸a˜o F (x) seja bem comportada,
podemos utilizar as ferramentas usuais da termodinaˆmica
para exprimir os expoentes cr´ıticos (α, β, γ, ...) em termos
de a e b. Temos enta˜o a parte singular da entropia,
s = s (T,H) = −
(
∂gs
∂T
)
H
=
= − 1
Tc
{
−1
a
t−1/a−1F
(
H
tb/a
)
− b
a
t−1/a−b/a−1HF ′
(
H
tb/a
)}
,
(132)
e a magnetizac¸a˜o,
m = m (T,H) = −∂gs
∂H
= −t−1/a−b/aF ′
(
H
tb/a
)
. (133)
A campo nulo, H = 0, podemos escrever
s (T,H = 0) =
1
aTc
t−1/a−1F (0) , (134)
e
m (T,H = 0) = −t−1/a−b/aF ′ (0) . (135)
Esta u´ltima equac¸a˜o ja´ fornece o expoente
β = −1
a
− b
a
. (136)
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Para obter o expoente α, vamos tomar a derivada em
relac¸a˜o a` temperatura da func¸a˜o s (T,H). Temos enta˜o
c (T,H = 0) = T
(
∂s
∂T
)
H=0
∼ − 1
aTc
(
1
a
+ 1
)
t−1/a−2F (0) .
(137)
Portanto,
α = 2 +
1
a
. (138)
Para obter γ, vamos escrever a susceptibilidade
magne´tica,
χ (T,H) =
(
∂m
∂H
)
T
= −t−1/a−2b/aF ′′
(
H
tb/a
)
. (139)
A campo nulo temos
χo (T ) = χ (T,H = 0) = −t−1/a−2b/aF ′′ (0) , (140)
fornecendo o expoente
γ =
2b
a
+
1
a
. (141)
A partir das equac¸o˜es (138), (136) e (141), temos a
relac¸a˜o famosa,
α+ 2β + γ = 2. (142)
Essa e´ uma “relac¸a˜o de escala”, que ja´ foi mencionada
sem nenhuma justificativa nas partes anteriores desse
texto, e que tem sido sistematicamente verificada atrave´s
da ana´lise de dados experimentais e de ca´culos exatos ou
nume´ricos. Os expoentes cla´ssicos (α = 0, β = 1/2,
γ = 1) tambe´m obecedem esta relac¸a˜o, bem como os ve-
lores exatos para o modelo de Ising em duas dimenso˜es.
Na realidade, uma relac¸a˜o deste tipo ja´ tinha sido ante-
cipada por Rushbrooke, na forma de uma desigualdade,
α+2β+γ ≥ 2, que pode ser provada atrave´s de argumen-
tos puramente termodinaˆmicos (e da definic¸a˜o dos expo-
entes cr´ıticos). Ha´ diversos exemplos de desigualdades
entre os expoentes cr´ıticos que acabam sendo satisfeitas
pelas teoria de escala (e pelos dados experimentais) como
simples igualdades.
No contexto dessa teoria fenomenolo´gica de escala,
apenas dois expoentes, a e b, determinam todos os demais
expoentes cr´ıticos termodinaˆmicos. A magnetizac¸a˜o, por
exemplo, pode ser escrita na forma
m (t,H) = tβY
(
H
t∆
)
, (143)
onde Y (x) deve ser uma func¸a˜o bem comportada e ∆ =
b/a = 2− α− β = β + γ. Temos enta˜o
m
tβ
= Y
(
H
t∆
)
. (144)
O gra´fico dos dados experimentais de m/tβ , isto e´, da
magnetizac¸a˜o numa escala definida por tβ , contra H/t∆,
em que t∆ e´ a escala associada ao campo externo H,
deve corresponder a` func¸a˜o universal Y (x). Com o ob-
jetivo de mostrar a incompatibilidade entre os valores
cla´ssicos dos expoentes cr´ıticos e os dados experimentais,
J. S. Kouvel e M. E. Fisher [Phys. Rev. 136, A1626
(1964)] realizaram uma ana´lise detalhada de dados an-
tigos de P. Weiss e R. Forrer [Ann. Phys. (Paris) 5,
133 (1926)] para a equac¸a˜o de estado do n´ıquel. Na ta-
bela abaixo, no´s reproduzimos um conjunto desses dados
para a magnetizac¸a˜o m (em unidades apropriadas) em
termos da temperatura (em graus Kelvin) e do campo
magne´tico (em Gauss). Notem que os valores do campo
magne´tico teˆm que ser corrigidos devido a efeitos de des-
magnetizac¸a˜o (para cada valor da magnetizac¸a˜o m, Weiss
e Forrer obteˆm o campo aplicado subtraindo 39.3m do
valor do campo na primeira coluna da tabela).
348.78 ◦C 350.66 ◦C 352.53 ◦C 358.18 ◦C
430 G 11.361 10.452 8.114 –
890 G 13.787 – – –
1355 G 14.307 12.646 10.626 4.235
3230 G 15.651 14.322 12.752 7.567
6015 G 16.938 15.780 14.519 10.312
10070 G 18.209 17.271 16.198 12.775
14210 G 19.212 18.348 17.395 14.385
17775 G 19.976 19.141 18.293 15.504
De acordo com uma ana´lise de J. S. Kouvel e J. B. Com-
ley [Phys. Rev. Lett. 20, 1237 (1968)], os paraˆmetros
cr´ıticos do n´ıquel que otimizam o ajuste dos dados experi-
mentais a deterinada forma (o´tima) de sa˜o Tc = 627.4 K,
γ = 1.34 (1), β = 0.378 (4) e δ = 4.58 (5), com as in-
certezas indicadas entre pareˆnteses. Notem que esses
valores sa˜o compat´ıveis com a relac¸a˜o de escala γ =
β (δ − 1). Os leitores esta˜o agora convidados a utilizar
os dados experimentais da Tabela para fazer uma veri-
ficac¸a˜o independente desses resultados, mostrando que
a magnetizac¸a˜o obedece a forma de escala dada pela
equac¸a˜o (144), mas com duas func¸o˜es de escala distintas,
Y±
(
H/ |t|∆
)
, acima e abaixo da temperatura cr´ıtica. Su-
gerimos tambe´m um trabalho mais completo, analisando
o comportamento de escala com os dados publicados no
trabalho original de Weiss e Forrer, em 1926, que pode
ser obtido na rede.
XI. GRUPO DE RENORMALIZAC¸A˜O
Como justificar a hipo´tese da homogeneidade e as leis
de escala? Como calcular os expoentes a e b? Respostas
para estas questo˜es comec¸aram a ser obtidas na segunda
metade do se´culo passado, com o surgimento das ide´ias
do grupo de renormalizac¸a˜o.
Temos pouco espac¸o para discorrer sobre a metodolo-
gia do grupo de renormalizac¸a˜o. A ideia consiste em ti-
rar partido da situac¸a˜o f´ısica, do enorme comprimento de
correlac¸a˜o nas vizinhanc¸as da criticalidadde, eliminando
graus de liberdade de curto alcance, que na˜o devem ter
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relevaˆncia na regia˜o cr´ıtica. Obte´m-se enta˜o um hamil-
toniano transformado, mais simples, que rete´m apenas
os “operadores relevantes”do problema. Ha´ te´cnicas di-
ferentes para fazer essa transformac¸a˜o de escala, atrave´s
de aproximac¸o˜es sutis, fie´is a` f´ısica do problema, que na˜o
se resumem a simples truncamentos do hamiltoniano, e
que manteˆm o curto alcance das interac¸o˜es.
As ideias sobre a transformac¸a˜o de escala, que no´s va-
mos explicar logo abaixo, foram muito difundidas por
Kadanoff. Essas ideias constitu´ıam um argumento para
justificar as leis fenomenolo´gicas de escala, mas na˜o iam
muito ale´m disso. O trabalho que representou um avanc¸o
real nesses ca´lculos foi publicado por Kenneth Wilson
em 1971 (resultando no preˆmio Nobel de 1982). Logo
em seguida, Wilson e Fisher propuseram uma te´cnica de
ca´lculo no espac¸o de Fourier, envolvendo um paraˆmetro
pequeno de expansa˜o,  = 4 − d, em torno dos resulta-
dos (cla´ssicos) em d = 4 dimenso˜es. Essa expansa˜o de
Wilson-Fisher, que se mostrou de muita utilidade, mas
que esta´ ale´m dos objetivos dessas notas, possibilitou os
primeiros ca´lculos dos expoentes cr´ıticos de uma grande
variedade de sistemas de interesse f´ısico [ver a revisa˜o de
M. E. Fisher, The renormalization group in the theory of
critical behavior. Rev. Mod. Phys. 46, 597, 1975].
No esquema de Wilson-Fisher, e´ interessante usar a
energia livre de Landau, que se torna enta˜o um “hamil-
toniano” de partida. Vamos considerar de novo a ex-
pansa˜o de Landau da energia livre associada ao ferro-
magento uniaxial simpls. Vamos tambe´m supor que a
magnetizac¸a˜o m seja dependente da posic¸a˜o, m = m (r),
vamos adicionar um termo de gradiente, e levar em conta
que o termo qua´rtico e´ essencial para descrever o compor-
tamento cr´ıtico de um ferromagneto simples. Escrevemos
enta˜o a energia de Landau-Ginzburg,
F =
∫
d3rf [m (r)] =
∫
d3r
{
a [m (r)]
2
+ b [∇m (r)]2 + c [m (r)]4
}
, (145)
em que a = a0 (T − TC), e as constantes a0, b e c sa˜o
positivas. Essa energia livre de Landau pode ser vista
como um “hamiltoniano de gra˜o grosso” do sistema,
quando ja´ foram eliminados graus de liberdade atuando
a curt´ıssimas distaˆncias. Levando em conta a universa-
lidade do comportamento cr´ıtico, esse hamiltoniano de
Ginzburg-Landau-Wilson deve ter o mesmo comporta-
mento cr´ıtico do modelo de Ising. Esse e´ o melhor ponto
de partida dos ca´lculos modernos de grupo de renorma-
lizac¸a˜o, mas os detalhes te´cnicos estariam muito ale´m dos
objetivos dessas notas.
Por enquanto, vamos rever as ide´ias de Kadanoff, e
fazer ca´lculos simples para dois exemplos rudimentares
de renormalizac¸a˜o.
Mais uma vez e´ interessante utilizar o modelo de Ising
numa rede d-dimensional, definido pelo hamiltoniano de
spin
HI = −J
∑
(ij)
σiσj −H
N∑
i=1
σi, (146)
em que a primeira soma e´ sobre vizinhos mais pro´ximos e
σi = ±1. Ja´ mencionamos que, nas vizinhanc¸as da tem-
peratura cr´ıtica, o comprimento de correlac¸a˜o ξ se torna
muito grande (em comparac¸a˜o com os espac¸amentos da
rede cristalina). Portanto, nas vizinhanc¸as da criticali-
dade, grandes grupos de spins ficam muito correlaciona-
dos (ver a rede quadrada da figura 14). Como indicado
nessa figura, perto da temperatura cr´ıtica vamos consi-
derar ce´lulas de dimensa˜o b (com b << ξ) contendo bd
spins altamente correlacionados. Podemos enta˜o associar
a cada ce´lula uma nova varia´vel de spin, θα, com α = 1,
2, ..., N/bd, tal que θα = ±1 para qualquer α. Vamos
ainda supor que o hamiltoniano transformado possa ser
expresso por uma fo´rmula “semelhante” a` sua forma an-
terior,
H′ = −J ′
∑
(αβ)
θαθβ −H ′
∑
α
θα, (147)
mas com novos paraˆmetros, J ′ e H ′. Como J define a
temperatura cr´ıtica, a mudanc¸a de J para J ′ equivale a
uma mudanc¸a de t = (T − Tc) /Tc para t′ = (T − T ′c) /T ′c.
Qual a relac¸a˜o entre (t′, H ′) e (t,H) ? Como os hamil-
tonianos teˆm a mesma forma funcional, podemos escrever
a relac¸a˜o
g (t′, H ′) = bdg (t,H) , (148)
onde g e´ a energia livre por spin. A “hipo´tese da si-
milaridade” utilizada por Kadanoff consiste em supor a
invariaˆncia da forma hamiltoniano, produzindo a relac¸a˜o
(148) entre as energia livres por grau de liberdade, e as
relac¸o˜es
t′ = bλ1t e H ′ = bλ2H, (149)
em que λ1 e λ2 sa˜o dois expoentes cr´ıticos. Esta hipo´tese
preserva os aspectos f´ısicos do problema e fornece imedi-
atamente uma justificativa para a forma de escala, pois
g
(
bλ1t, bλ2H
)
= bdg (t,H) . (150)
Cabe agora examinar as possibilidades de imple-
mentac¸a˜o dessas ide´ias em casos espec´ıficos, calculando
explicitamente os expoentes de escala. Essas notas na˜o
comportam uma discussa˜o dos nota´veis desenvolvimen-
tos nessa a´rea, que acabaram conduzindo a` compreeensa˜o
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Figura 14: Blocos de quatro spins (altamente
correlacionados) numa rede quadrada de paraˆmetro de
rede unita´rio. O fator de escala b > 1 ainda produz
blocos de spins de dimenso˜es muito menores do que o
comprimento caracter´ıstico de correlac¸a˜o ξ nas
vizinhac¸as do ponto cr´ıtico.
moderna dos fenoˆmenos cr´ıticos. Vamos nos limitar a dis-
cutir dois exemplos relacionados ao modelo de Ising no
espac¸o real (embora as aplicac¸o˜es de foˆlego tenham sido
feitas no espac¸o de Fourier).
A. Renormalizac¸a˜o para o modelo de Ising
unidimensional
Em uma dimensa˜o o hamiltoniano de Ising e´ dado
pela equac¸a˜o (115). Temos enta˜o a func¸a˜o canoˆnica de
partic¸a˜o,
Z = Tr exp
[
K
N∑
i=1
σiσi+1 + L
N∑
i=1
σi
]
, (151)
em que K = βJ , L = βH, e o trac¸o significa uma soma
sobre todas as configurac¸o˜es das varia´veis de spin.
Considerando uma ce´lula de comprimento b = 2,
podemos eliminar metade dos graus de liberdade so-
mando, por exemplo, sobre todos os spins em s´ıtios pa-
res (de acordo com um processo que e´ conhecido como
dizimac¸a˜o). Esse processo envolve somas do tipo∑
σ4
exp [Kσ3σ4 +Kσ4σ5 + Lσ4] = 2 cosh (Kσ3 +Kσ5 + L) =
= A exp [Bσ3σ5 + C (σ3 + σ5)] , (152)
em que
B =
1
4
ln [cosh (2K + L) cosh (2K − L)]− 1
2
ln coshL,
(153)
e
C =
1
4
ln
cosh (2K + L)
cosh (2K − L) . (154)
Fazendo essas somas parciais, a func¸a˜o de partic¸a˜o
pode enta˜o ser escrita na forma
Z = AN/2
∑
{θi}
exp
[
K ′
∑
i
θiθi+1 + L
′∑
i
θi
]
, (155)
em que θi e´ identificado com σi nos s´ıtios ı´mpares, te-
mos apenas a metade dos graus de liberdade, e os novos
paraˆmetros K ′ e L′ sa˜o dados por
K ′ =
1
4
ln [cosh (2K + L) cosh (2K − L)]− 1
2
ln coshL
(156)
e
L′ = L+
1
2
ln
cosh (2K + L)
cosh (2K − L) , (157)
definindo as relac¸o˜es de recorreˆncia (na˜o lineares) no
espac¸o de paraˆmetros do sistema. Essas relac¸o˜es teˆm
que ser aplicadas muitas e muitas vezes, gerando fluxos
e eventuais pontos fixos num diagrama dos paraˆmetros
K e L. Esse e´ um ponto fundamental da ideia do grupo
de renormalizac¸a˜o, tirando proveito dos enormes compri-
mentos de correlac¸a˜o nas vizinhac¸as dos pontos cr´ıticos.
Tomando H = 0 de sa´ıda, a transformac¸a˜o e´ dada por
uma u´nica relac¸a˜o de recorreˆncia,
K ′ =
1
2
ln [cosh (2K)] . (158)
Os pontos fixos (K ′ = K = K∗) dessa relac¸a˜o de re-
correˆncia sa˜o K∗ = 0 (correspondente a temperatura in-
finita) e K∗ = ∞ (correpondente a temperatura nula).
Na˜o e´ dif´ıcil verificar que, para qualquer condic¸a˜o ini-
cial K > 0, a aplicac¸a˜o sucessiva desta relac¸a˜o de re-
correˆncia produz um fluxo em direc¸a˜o ao ponto fixo tri-
vial, K∗ = 0. O ponto fixo f´ısico (isto e´, associado a`
transic¸a˜o em T = 0) e´ totalmente insta´vel (somente pode
ser atingido quando, de sa´ıda, ja´ estamos nele)
Como a transic¸a˜o no modelo unidimensional ocorre
apenas para temperatura nula, e´ interessante introduzir
novas varia´veis,
x = exp (−4K) e y = exp (−2L) , (159)
em termos das quais as relac¸o˜es de recorreˆncia (156) e
(157) podem ser escritas na forma
x′ =
x (1 + y)
2
x (1 + y2) + y (1 + x2)
(160)
e
y′ = y
(
x+ y
1 + xy
)
. (161)
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Figura 15: Fluxos das relac¸o˜es de recorreˆncia para o
modelo de Ising unidimensional.
Para campo nulo (H = 0), temos y = 1 e
x′ =
4x
(1 + x)
2 , (162)
cujos pontos fixos sa˜o x∗ = 0 (temperatura nula) e x∗ = 1
(temperatura infinita). Linearizando esta relac¸a˜o nas
vizinhanc¸as do ponto fixo insta´vel, de interesse f´ısico,
x∗ = 0, obtemos
x′ ≈ 4x = 22x. (163)
Portanto, ja´ temos um expoente cr´ıtico, λt = 2, conhe-
cido como expoente te´rmico. Para qualquer valor posi-
tivo de λt, o ponto fixo x
∗ = 0 e´ insta´vel na direc¸a˜o x.
Vamos agora considerar esse sistema de relac¸o˜es de re-
correˆncia com H 6= 0 (ver a figura 15). Na˜o e´ dif´ıcil
verificar que ha´ dois pontos fixos isolados, ao longo do
eixo x = 0, e uma linha de pontos fixos para x = 1. Li-
nearizando as relac¸o˜es de recorreˆncia nas vizinhanc¸as do
ponto fixo f´ısico (x∗ = 0; y∗ = 1), temos
x′ ≈ 22x e ∆y′ ≈ 2∆y, (164)
com ∆y = y−1. Portanto, obtemos os expoentes cr´ıticos
λt = 2 > 0 e λH = 1 > 0, indicando a instabilidade deste
ponto fixo. Infelizmente a transic¸a˜o na cadeia de Ising
e´ muito artificial, pois ocorre apenas para temperatura
nula, dificultando uma descric¸a˜o precisa do comporta-
mento assinto´tico das grandezas termodinaˆmicas em ter-
mos de expoentes cr´ıticos. Vamos enta˜o considerar outro
exemplo, ainda artificial, mas com um ponto fixo associ-
ado a um valor finito da temperatura.
B. Renormalizac¸a˜o do ferromagneto de Ising na
rede quadrada
Uma rede quadrada simples pode ser dividida em duas
subredes distintas, como indicado na figura 16. No
Figura 16: Esquema de decimac¸a˜o na rede quadrada.
Vamos somar sobre a varia´vel de spin σ0 do s´ıtio
central, que interage com os quatro vizinhos indicados.
mesmo esp´ırito do processo de dizimac¸a˜o utilizado para
a cadeia de Ising, vamos fixar os spins de uma das subre-
des e somar sobre as varia´veis de spin dos vizinhos mais
pro´ximos da outra subrede.
Considerando a figura 16, temos
∑
σo
exp [Kσo (σ1 + σ2 + σ3 + σ4)] = 2 cosh [K (σ1 + σ2 + σ3 + σ4)] = A exp
[
B (σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ4 + σ1σ4)
+ C (σ1σ3 + σ2σ4) +Dσ1σ2σ3σ4
]
, (165)
em que
A = 2 (cosh 2K)
1/2
(cosh 4K)
1/8
, (166)
B = C =
1
8
ln cosh 4K, (167)
D =
1
8
ln cosh 4K − 1
2
ln cosh 2K. (168)
Portanto, eliminando todos os spins de uma das subre-
des em que pode ser dividida a rede quadrada, obtemos
um novo modelo de Ising definido pelos spins da subrede
preservada, mas envolvendo interac¸o˜es de primeiros vizi-
nhos, de segundos vizinhos e ate´ mesmo de quatro spins!
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Numa segunda etapa da transformac¸a˜o (para seguir os
fluxos no espac¸o de paraˆmetros), o problema vai envolver
termos ainda mais complicados. Neste caso e´ imposs´ıvel
manter a mesma forma do hamiltoniano em cada etapa
da aplicac¸a˜o das relac¸o˜es de recorreˆncia. Poder´ıamos, no
entanto, considerar desde o in´ıcio um hamiltoniano que
contemplasse a possibilidade de muitas interac¸o˜es, entre
vizinhos mais distantes e com mu´ltiplos spins [como re-
almente foi tentado por Kenneth Wilson, em trabalho
publicado em Rev. Mod. Phys. 47, 773 (1975), retendo
cerca de 200 termos]. Este caminho, entretanto, nunca
se mostrou promissor!
Os ca´lculos do para´grafo anterior podem servir para
escrever relac¸o˜es de recorreˆncia aproximadas, como se o
problema pudesse ficar limitado a um espac¸o com apenas
treˆs paraˆmetros. Ter´ıamos enta˜o
K ′1 = 2B =
1
4
ln cosh 4K1, (169)
para os primeiros vizinhos (onde K1 ≡ K ≡ βJ repre-
senta as interac¸o˜es entre primeiros viozinhos, presentes
na etapa inicial do processo iterativo),
K ′2 = B =
1
8
ln cosh 4K1, (170)
para os segundos vizinhos, e
U ′ = D =
1
8
ln cosh 4K1 − 1
2
ln cosh 2K1, (171)
para o termo de quatro spins. Simplificando drastica-
mente o problema, vamos levar em conta apenas o termo
dominante destas relac¸o˜es de recorreˆncia no regime de al-
tas temperaturas (isto e´, para K = βJ muito pequeno).
Assim temos
K ′1 ≈ 2K21 , (172)
K ′2 ≈ K21 , (173)
e
U ′ ≈ O (K41) . (174)
Nesta aproximac¸a˜o vamos abandonar o termo de quatro
spins, de ordem (βJ)
4
, retendo apenas os termos de in-
terac¸a˜o de primeiros e de segundos vizinhos. No entanto,
seria importante introduzir desde o in´ıcio dos ca´lculos
um termo de segundos vizinhos. Nas condic¸o˜es desta
aproximac¸a˜o de altas temperaturas, na˜o e´ dif´ıcil fazer al-
gumas manipulac¸o˜es alge´bricas para verificar que em or-
dem dominante bastaria adicionar o termoK2 na equac¸a˜o
(172). No regime da altas temperaturas, ter´ıamos enta˜o
as relac¸o˜es de recorreˆncia
K ′1 = 2K
2
1 +K2 (175)
e
K ′2 = K
2
1 . (176)
A despeito de toda a artificialidade dessas aproximac¸o˜es,
que na˜o esta˜o submetidas a nenhum controle, vamos fa-
zer um exerc´ıcio para encontrar os pontos fixos e os fluxos
correspondentes a`s relac¸o˜es de recorreˆncia (175)e (176).
Os nossos resultados quantitativos (para o modelo de
Ising na rede quadrada) va˜o ser apenas sofr´ıveis. No en-
tanto, estas equac¸o˜es constituem uma espe´cie de modelo
de brinquedo, que ainda lembra o modelo de Ising, pro-
duzindo resultados qualitativos com valor dida´tico. Va-
mos aprender o mecanismo do grupo de renormalizac¸a˜o
atrave´s desse modelo de brinquedo.
Os pontos fixos das relac¸o˜es de recorreˆncia (175) e
(176) sa˜o dados por O ≡ (K∗1 = 0; K∗2 = 0) e P ≡
(K∗1 = 1/3; K
∗
2 = 1/9). Linearizando essas relac¸o˜es de
recorreˆncia nas vizinhanc¸as do ponto fixo na˜o trivial P ,
temos (
∆K ′1
∆K ′2
)
=
(
4/3 1
2/3 0
)(
∆K1
∆K2
)
, (177)
em que ∆K1 = K1 −K∗1 e ∆K2 = K2 −K∗2 . Os autova-
lores dessa matriz de transformac¸a˜o sa˜o dados por
Λ1 =
2 +
√
10
3
= 1, 7207... > 1, (178)
e
|Λ2| =
∣∣∣∣∣2−
√
10
3
∣∣∣∣∣ = 0, 3874... < 1. (179)
Portanto, no espac¸o K1 − K2, este ponto fixo deve ser
insta´vel numa direc¸a˜o (associada ao autovalor Λ1) e line-
armente esta´vel em outra direc¸a˜o (associada a Λ2). A fi-
gura 17, onde esta˜o identificados os fluxos caracter´ısticos,
deve ser conferida numericamente. Partindo da condic¸a˜o
inicial, K1 = Kc = βcJ , K2 = 0, conseguimos atingir o
ponto fixo na˜o trivial P. Portanto, o valor Kc = 0, 3921...,
obtido numericamente, deve corresponder a` temperatura
cr´ıtica do modelo de Ising bidimensional com interac¸o˜es
restritas aos primeiros vizinhos (a soluc¸a˜o de Onsager
fornece Kc = 0.4407...). Embora esse resultado nume´rico
seja distante do valor exato, e´ interessante notar que essa
formulac¸a˜o indica o cara´ter universal do comportamento
cr´ıtico. Mesmo que haja interac¸o˜es entre segundos vizi-
nhos, partindo de uma situac¸a˜o inicial sobre a separatriz
da figura 17 sempre acabamos fluindo para o ponto fixo
na˜o trivial (que e´ caracterizado por expoentes bem defi-
nidos).
Levando em conta que o comprimento da rede original
fica reduzido por um fator b =
√
2 em cada aplicac¸a˜o das
relac¸o˜es de recorreˆncia, temos
Λ1 =
(√
2
)λ1
e |Λ2| =
(√
2
)λ2
. (180)
Portanto,
λ1 =
2 ln Λ1
ln 2
= 1, 56609... (181)
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Figura 17: Fluxos e ponto fixos das relac¸o˜es de
recorreˆncia no espac¸o de paraˆmetros K1 −K2. O ponto
fixo de interesse f´ısico pode ser atingido por um
percurso que determina a temperatura cr´ıtica do
modelo.
e
λ2 =
2 ln |Λ2|
ln 2
= −2, 7360.... (182)
Para aplicar a teoria de escala (a campo nulo), basta
fazer as identificac¸o˜es mais o´bvias: h1 = t = (∆K1)tr,
h2 = H = 0 (campo nulo) e h3 = (∆K2)tr, em que
os novos paraˆmetros (∆K1)tr e (∆K2)tr correpondem
a combinac¸o˜es lineares de ∆K1 e ∆K2 produzidas pela
rotac¸a˜o que diagonaliza a matriz da transformac¸a˜o da
equac¸a˜o (177). Como λ2 < 0, a contribuic¸a˜o dos segun-
dos vizinhos e´ irrelevante, desaparece depois de muitas
iterac¸o˜es das relac¸o˜es de recorreˆncia. Como λ1 > 0, o
operador energia associado e´ relevante, e resulta no ex-
poente cr´ıtico
α = 2− d
λ1
= 2− 2
1, 566...
= 0, 722..., (183)
que esta´ certamente distante das expectativas para o mo-
delo de Ising bidimensional, mas que tambe´m e´ diferente
dos resultados das fenomenologias cla´ssicas.
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